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Kapitel 1

Bakgrund fran flervariabelanalys

En funktion F' : U — R"™ definierad pa en 6ppen méangd U C R™ sédgs vara glatt om alla dess
partiella derivator (av alla ordningar) existerar och ar kontinuerliga 6verallt pa U. Om A C R™
ar en godtycklig (inte nodvindigtvis 6ppen) méngd sigs en funktion F : A — R™ vara glatt om
den kan utokas till en glatt funktion pa en 6ppen omgivning U av A. Om A C R™ och B C R",
sigs I : A — B vara en diffeomorfi om F #r bijektiv och bade F och F~': B — A &r glatta,’
och A och B ségs da vara diffeomorfa.

For en glatt funktion F': U — R"™ definierad pa en 6ppen méangd U C R™ existerar det for
varje p € U en unik linjar avbildning F’(p) : R™ — R"™, (totala) derivatan av F i p, som uppfyller

li @+ 1) = F(p) — F'(p)(h)
hs0 I

=0.

Med avseende pa standardbaserna representeras F’(p) av Jacobimatrisen

OiFi(p) -+ OmFi(p)

aan (p) ce a’rnFn(p)

Sats 1 (Inversa funktionssatsen). Antag att F': U — R™ dr en glatt funktion definierad pa en
oppen delmingd U C R™, och antag att F'(p) dr inverterbar for ndgon punkt p € U. Dd har p en
oppen omgivning V. C U som av F avbildas diffeomorft pd en éppen omgivning F(V) C R™ av
F(p).

INotera att det senare kravet inte foljer automatiskt.



Kapitel 2

Mangfalder

En n-mdngfald ar en delméngd M C R* for nagot k, sidan att varje punkt p € M har en 6ppen’
omgivning U C M som ér diffeomorf med en 6ppen delméngd av V' C R™. En sddan diffeomorfi
x: U — V kallas for ett (lokalt) koordinatsystem, och sigs vara centrerat ¢ p om z(p) = 0.

Proposition 1. En funktion F : M — N mellan mangfalder dar glatt om och endast om det for
varje p € M existerar ett koordinatsystem x kring p och y kring F(p), sidana att yo F oz~ dr

glatt.

For varje punkt p € M definierar vi tangentrummet T, M enligt
T,M ={7'(0) | v: (—€,€) = M é&r en glatt kurva som uppfyller v(0) = p}

Om v ar en sadan kurva och F' : M — N é&r glatt, 4r F o v en glatt kurva som uppfyller
(Fov)(0) = F(p), vilket betyder att (F o+)'(0) € T N. For en fixerad funktion F' gar det
att visa att (F o+)’(0) enbart beror pd derivatan 7'(0), och att detta beroende ar linjart, vilket
ger en viéldefinierad linjér avbildning F'(p) : T,M — Tp,) N, kallad derivatan av F i p, enligt

F'(p)(v(0)) = (F 0 7)'(0).

Sats 2 (Inversa funktionssatsen pd maéangfalder). Antag att F : M — N dr glatt och aitt
F'(p) : TyM — Tp,)N dr inverterbar, for ndgon punkt p € M. Dd finns en 6ppen omgivning
UCM avp som av F avbildas diffeomorft pa en éppen omgivning F(U) C N av F(p).

Ett vektorfilt pa M #r en glatt funktion X : M — R* som uppfyller att X (p) € T, M for alla
p € M. Ett kovariant tensorfdlt av rang r ar en funktion A som till varje punkt p € M associerar
en multilinjar avbildning A(p) : (T, M)" — R, och som uppfyller glatthetsegenskapen att om
X1,..., X, ar (glatta) vektorfilt, sa ar funktionen M — R, p — A(p)(X1(p),..., X, (p)) glatt.

1Har menas att U ar 6ppen relativt M, att U ar snittet av M och en éppen delméingd av R*.
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Kapitel 3

Riemannmetriker och forbindelser

Lat M vara en mangfald. En Riemannmetrik pa M &r ett kovariant tensorfilt av rang 2, sddant
att det for varje p € M géller att den bilinjéra formen g(p) : T,M x T,M — R &r en inre
produkt pa T,M. Med andra ord &r kravet att g(p) ska vara symmetrisk och positivt definit,
for varje p. En mangfald med Riemannmetrik, (M, g), kallas for en Riemannmangfald. Om
(M, gpr) och (N, gn) dr Riemannmangfalder av samma dimension och F : M — N &r en glatt
avbildning, séger vi att F' ar en lokal isometri om det for alla p € M och v,w € T,M géller
att ga(p)(v,w) = gn(F(p))(F'(p)(v), F'(p)(w)). T detta fall ér derivatan av F automatiskt!
inverterbar i varje punkt. Om F' dessutom &r bijektiv sdger vi att F' 4r en isometri, och att
(M, gar) och (N, gn) &r isometriska, och det foljer av inversa funktionssatsen att F' ar en diffeomorfi.
Det finns alltid en Riemannmetrik pa en méangfald; till exempel kan man betrakta den s& kallade
inducerade metriken, vilket &r den Riemannmetrik som kommer fran inbéddningen av M i R¥,
definierad enligt g(p)(v,w) = (v, w) dir hdgerledet ir skalirprodukten i R¥.

Givet en tangentvektor v € T, M vid en punkt p € M i en mangfald, och givet en glatt
funktion f : M — R, gar det att definiera derivatan av f i riktningen v genom att ta en
kurva v : (—e,€) — M som uppfyller v(0) = p och +/(0) = v, och definiera 9, f := (f o~v)’(0).
Alternativt kan man utvidga f till en glatt funktion pa en 6ppen omgivning U C R¥ av M och
ta riktningsderivatan av f i klassisk mening.? Denna definition kréver inte nigon Riemannmetrik,
enbart en mangfald M, en funktion f, och en tangentvektor v. Den dr dessutom diffeomorfiinvariant:
om M och N &ar mangfalder, f : N — R en glatt funktion, F' : M — N en diffeomorfi, och
v € T,M en tangentvektor vid ndgon punkt p € M, sa géller

O(f o F) = Op () f-

Detta kan forstas ocksa goras for glatta funktioner med malméangd R™.

Det gar dock inte att definiera en naturlig riktningsderivata 9, X av ett vektorfalt X, &tminstone
inte pa ett diffeomorfiinvariant sitt. Eftersom ett vektorfilt ir en avbildning X : M — R*, gar
det forvisso att derivera denna avbildning och fa ett element 9, X € R*, men problemet &r att
detta inte nédvandigtvis maste ligga i T, M C RF. Dessutom é&r inte sjilva inbiaddningen av M i
R* sérskilt viktig ur filosofisk synpunkt, och dr mest en teknisk 16sning for att kunna definiera
slathet hos avbildningar mellan mangfalder.® Det som ligger till grund fér problemet med att

1Detta kommer fran att den &r bevarar inre produkter och didrmed &r injektiv, tillsammans med att dimensio-
nerna ar lika.

?Notera att detta ar vildefinierat och bara beror pa virdena hos f pd M. Ett sitt att inse detta &r via
ekvivalensen med den forsta definitionen.

3Det gar att definiera mangfalder mer abstrakt, utan att prata om nigon inbiddning i R¥, men detta kommer
inte att diskuteras hér.
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derivera vektorfélt ar att virdena hos ett vektorfilt ligger i olika rum: X (p) ligger i T, M, medan
X (q) ligger i T, M, och det finns inget kanoniskt sétt att identifiera de tvd rummen.

For att kunna identifiera tangentrum infér vi begreppet férbindelse,* en struktur som later
oss gora precis detta. I R* &r det klart vad som menas med att ett vektorfilt dr konstant,
och det spelar ingen roll i vilken riktning eller langs vilken vig man méter detta. P4 allménna
Riemannmangfalder visar det sig att det inte finns nagot lika enkelt begrepp; huruvida ett
vektorfalt r “konstant” (i Riemanngeometri kallas detta parallelit) eller inte beror i allménhet
pa vdgen det méts ladngs. Darfor behéver vi forst infora négra begrepp relaterade till kurvor. Om
tva kontinuerliga kurvor 71 : [a,b] — M och s : [b,¢] = M uppfyller v1(b) = ~2(b), siger vi att
de ar konkatenerbara, och deras konkatenering r kurvan (71 - v2) : [a,c] = M som ges av

_ 'Vl(t)a agtgb’
(71 -72)(t) = {72(15), b<it<e

En styckvis glatt kurva ar en kurva som kan uttryckas som en konkatenering av &ndligt ménga
glatta kurvor.

Lat nu (M, g) vara en Riemannmangfald. D& &ar en Levi-Civitaforbindelse en regel som till
varje styckvis glatt kurva v : [a,b] — M associerar en linjir avbildning P, : TqyM — T, M,
och som uppfyller:

« P, iren isometri’ mellan de tvé inreproduktrummen (T 4y M, g(7v(a))) och (T ) M, g(~(b))),
for varje v : [a,b] — M.

e P, .4, =P, 0P, for alla konkatenerbara par av styckvis glatta kurvor v, : [a,b] = M

och 7y : [b,¢] = M.
« For en glatt kurva v : [a,b] — M och en fixerad vektor v € T4 M, ar kurvan av vektorer
[a,b] — RF ¢+ P, ,(v) glatt, och derivatan %|t:ap'7‘[a,t] (v) € R* beror bara pa /().
e Om v :[a,b] - M och s : [¢,d] = M &r glatta kurvor med 7 (a) = y2(c), sa géller®
d d
% t:aPA/ll[a’t] (’Vé(c)) = % tiCP’Yzl[c’t] (71 (a))

Tack vare foljande sats kan vi prata om Levi-Civitaforbindelsen pa (M, g), vilken vi framéover
kommer att beteckna med (P ).

Sats 3 (Riemanngeometrins huvudsats). Varje Riemannmangfald har en unik Levi- Civitaforbindelse.

Vi kan nu slutligen definiera derivatan, betecknad V, X, av ett vektorfilt X pa” (M, g) i en
riktning v € T,M vid en punkt p € M. Lat ndmligen v : [a,b] — M vara en glatt kurva med
~v(a) = p och v'(a) = v, och definiera

d
_@t:(

a

P -1 X a h - X
Pv\[a,t])_l(X(’Y(t)))Z lim( 7““"“’"]) (X(v(a +h))) (p)

VoX @ Jimy A

4F6r enkelhetens skull kommer vi bara att betrakta si kallade Levi-Civitaforbindelser pa Riemannmangfalder,
men det finns flera bredare férbindelsebegrepp.

SMinns att isometri mellan inreproduktrum &r en avbildning som bevarar den inre produkten. Fér mer
allmanna forbindelser slapps detta krav till att avbildningarna P, enbart behéver vara linjira. Kravet att de
dessutom ska vara isometrier kallas for metricitet.

SEkvationen siger att den hastighet med vilken ~5(c) borjar réra sig nir den transporteras lings vi ar
densamma som den hastighet med vilken 'yi (a) bérjar rora sig nir den transporteras lings 2. Denna egenskap
kallas for torsitonsfrihet.

"Notera att vi skriver (M, g) snarare &n M, eftersom definitionen beror pa valet av metrik.
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Holonomi och krokning
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