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SEF1683 del 2, 6vning 1
PZ 4.2.1b

Bestiam Laplacetransformen till
f(t) = e * cosh(2t), t>0.

PZ 4.3.1b

Hitta funktionen f(¢) som uppfyller

LIf#®)](s) = 2=

S 49.2c

Bestiam Laplacetransformen till
fO)y=t—1t], t=0,

dédr [t] dr det storsta heltalet som &r mindre én eller lika med ¢.

PZ 4.4.3

Bestiam Laplacetransformen till
f (@) = cos(t) In(t)o(t — ), t>0.

PZ 4.3.2c
Anviand Laplacetransformen for att 1osa initialvirdesproblemet

' +4y' +4y=0, y(0)=1, y'(0)=0.

PZ 4.4.4d

Anviénd Laplacetransformen for att 16sa initialvérdesproblemet

' +2) +2y=06(t—m),  y(0)=1, y'(0)=0.

Tentamen 2023-01-13, uppgift 1

Anviand Laplacetransformen for att 16sa initialvirdesproblemet

0, 0<t<?2

y"<t>+y<t>={€3t o, s w0 =1 40 =0

for y(t), t > 0.

Tentamen 2022-01-14, uppgift 2

Los initialvardesproblemet
y'+ 2 +y =6t - 1)+ Ut -2, y(0)=y'(0)=0.

for y(t), t > 0.

Ovningstentamen 2, uppgift 4

Antag att f(t), t > 0, dr en kontinuerlig funktion som #r av exponentiell typ, alltsa sadan att |f(t)] < KeAt for
konstanter K, A.

(a) Visa att Laplacetransformen av f(¢) &r definierad for s med realdel Res > A.

(b) Antag dessutom att f(¢) har en kontinuerlig derivata. Bevisa formeln fo6r Laplacetransformen av f/(t), formel
(8) i tabellen med Laplacetransformer.
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PZ 4.5.2¢

t
Los integralekvationen f(t) + / f(u)e= %) dy = 1.
0

PZ 4.5.2b

0, t<a, .
- — 7dara>0.

¢
Lés integralekvationen / flu)du— f'(t) = {
0 1, a<t,

PZ 4.5.2d

t
Los integralekvationen f”(t) = / uf(t — u) du, med initialvillkoren f(0) = —1 och f’(0) = 1.
0

PZ 4.8.6

Antag att f och g &r kontinuerligt deriverbara, att f, g, f' och ¢’ &r absolutintegrerbara pa intervallet [0, 00), och att
F(0)=g(0)=0. Visa att (fxg) = f' xg=fx*g.

PZ 4.8.11b
Tuy +ur =at, 0<x<oo, 0<t<oo,
Anvand Laplacetransformen for att 16sa fsljande PDE-problem: ¢ u(x,0) = 0, 0<z<o0,
u(0,t) =0, 0<t<oo.
PZ 4.8.11a
Uy + 22uy = 22, 0<z,t <00,
Anvénd Laplacetransformen for att 16sa foljande PDE-problem: { u(z,0) =1, 0<z<oo,
u(0,t) =1, 0<t<o0.
PZ 4.6.7
, N . .. . . 1 1 1 ‘ .
Riemanns zetafunktion &r definierad for varje p > 1 enligt ((p) = 0 + % + T + ---, och Gammafunktionen &r
o0 1 e’ tp—l
definierad enligt I'(p) = /0 e~ P~ dt. Visa att ((p) = o L e=1 dt.

Tentamen 2022-04-20, uppgift 4

t
Los initialviirdesproblemet y'(t) + 6y(t) + 9/ y(r)dr = §(t — 2), y(0) = 0, for y(t), t > 0, dir §(¢) dr Diracs

0
deltafunktion. Ledning: skriv tredje termen som en faltning av tva funktioner.
Ovningstentamen 1, uppgift 5
Denna uppgift ror initialvirdesproblemet y” (t) + ay’(¢) + by(t) = f(¢), y(0) = ¢’ (0) = 0, for funktionen y(¢), t > 0,

dér a,b &r reella konstanter. Anvind Laplacetransformen for att visa att om f(t) dr av exponentiell typ sa dr ocksa
l6sningen y(t) av exponentiell typ.

Ovningstentamen 2, uppgift 3

Anvénd Laplacetransformen for att bestdmma den funktion f(¢), t > 0, som uppfyller

/t e Ycos(y)f(t —y)dy = t2e".
0
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PZ 2.1.1b

Berakna Fourierserien for funktionen

Annan uppgift 1'

Bestam Fourierserien for funktionen

Annan uppgift 2!

Bestdam Fourierserien for funktionen

Tentamen 2025-04-25, (del av) uppgift 1

Funktionen f har period 27 och ges pa intervallet —7 < & < 7 av

1, —7m<z<0,
3, 0<x<m.

f(z) = sin(5]z|) + {

Beridkna dess Fourierserie.

Tentamen 2025-01-10, (del av) uppgift 1

Lat funktionen f(x) vara definierad som f(z) = 2+ cos(2z) for 0 < x < 7. Utvidga f(z) till en funktion pa intervallet
—7 < x < 7 pa tre olika sitt:

(a) fo(z) som &r en jimn funktion,
(b) fu(x) som #r en udda funktion,
(¢) fe(x) som har f.(x) =0 for —7 <z <O0.

Berikna Fourierserierna for f,(z), fo(z), fe(z).

Tentamen 2023-04-12, (del av) uppgift 1
Funktionerna f1, fo har period 27 och ges pa intervallet —w < z < 7 av

(a) fi(z)=a?

22, —m<ax<0,

() fZ(x):{;Q 0<z<m.

3

Berédkna deras Fourierserier.

1Av Rasmus.
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Dirichlets sats

Antag att f € E', det vill séiga, att f &r en styckvis kontinuerlig funktion [—m, 7] — C, sddan att gransvirdet limp o
flz—)—f(z—h)
R

fzt+h)—f(z+)
h

existerar och dr dndligt for alla z € [—m, ), och sadan att gransvirdet limp\,o
z € (—m, o).
For alla z € (—m, ) konvergerar da Fourierserien fér f, mot virdet
fr=)+F((=m)+)
5 .

existerar och &r #ndligt for alla

W. For x = &7 konvergerar Fourierserien for

f mot vardet
Kommentar: Fér punkter x € (—m,m) dér f dr kontinuerlig foljer det av satsen att Fourierserien konvergerar mot f(z). Om
f dr kontinuerlig i bade m och —m, och om f(7) = f(—m), foljer det av satsen att Fourierserien, fér £ = +x konvergerar mot

virdet f(z) = f(m).

Annan uppgift 1

Fran forra 6vningen vet vi att funktionen
2
- {2 7sbno

%, z € [0, 7]
an—{

Anvind detta for att bestimma virdet hos serien

har Fourierkoefficienter
, N 7é 07

, n=0

=1

2
2

ﬂﬂS‘H

PZ 2.11.7bd

Fran forra 6vningen vet vi att funktionen
Oa T e P7W50%
fle) =1,
e, x €0,

har Fourierkoefficienter e _ 1 ) e
B V5t S, n(1 — (~1)e")
m(n?+1) w(n?+1)

Bestdm vad Fourierserien for f konvergerar mot for x = 0, for x = 7, och for x = 7. Bestdm med hjélp av detta virdena pa

serierna
DI S D e ¥
n=1 n=1

S

n

Annan uppgift 2

Bestim den komplexa Fourierserien for funktionen f(z) = x + 2%, dér = € (—n, 7).

PZ 2.11.3a, PZ 2.11.9a

Bestam Fourierserierna for funktionerna
0, x € [—n,0),
sinz, € 0,m].

f(z) = |sinz| och g(x) = {

Tentamen 2025-01-10, (del av) uppgift 1

Lat funktionen f(x) vara definierad som f(z) = 2 + cos(2z) fér 0 < x < 7. Utvidga f(z) till en funktion pa intervallet
—m < x < 7 pa tre olika sitt:

(a) fa(x) som &r en jimn funktion,
(b) fo(x) som &r en udda funktion,
(¢) fe(x) som har f.(z) =0 for —m <z < 0.
Forklara vad dessa funktioners Fourierserier konvergerar mot i de tre olika fallen.

Tentamen 2023-04-12, (del av) uppgift 1

Funktionerna fi, fo har period 27 och ges pa intervallet —n < z < 7 av
2

(a) fi(z) =22
e, —mw<z<0,

(b) fa(z) = {_2

z°, 0<z<m.

Forklara vad deras Fourierserier konvergerar mot.
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PZ 2.11.3b

Funktionen f(z) = |sin(z)| har Fourierserien

2 4 i cos(2nx)

7r ™ 1—4n2"’

n=1
Bestdm ett explicit uttryck for funktionen
_ 4 Z 2n sin(2nz)
Tt 1—dn?

PZ 2.11.3c

Bestdm med hjalp av forra uppgiften virdena hos serierna

oo

1 = (=Dn > 1 > n?
;4712—1’ ;Mﬂ—l’ 7;(4712—1)27 ;(4712—1)2'

Annan uppgift 1'

Berakna

_ 1 —ix
1—3e

Annan uppgift 2!

Lat

Bestém cosinus- och sinusserierna for f pa intervallet [0, 7].

Egen uppgift

En cirkel med radie 1 har lingden 27, och omradet inuti en san cirkel har arean 7. Finns det nagot omrade i planet
som har samma omkrets men har storre area? I den hir uppgiften ska vi angripa den fragan med hjélp av Fourierserier.

Antag att D C R? ir ett (begrinsat) omrade med omkrets 27, och att randen 9D kan parametriseras som en
sluten kurva (z(t),y(t)), for —m <t < 7, dir kurvan har konstant fart 1 (vilket ger kurvan en total lingd av 27), dér
(z(m),y(7)) = (x(—m),x(—mn)), och dér kurvan 16per moturs (positiv riktning) kring omradet D. Fér enkelhetens skull
antar vi ocksé att x och y ir oindligt deriverbara. Funktionerna z och y ir forstas reellviirda, eftersom (z(t), y(t)) € R?
for varje t.

(a) Utveckla z och y i komplexa Fourierserier: z(t) ~ > °° _ z,e™ och y(t) ~ > 00 yne™.

n=—oo
Bestam ett uttryck for integralen ffﬂ 2/ (t)?dt i termer av koefficienterna z,,, och motsvarande foér y. Anvind
sedan villkoret om konstant fart for att hirleda en ekvation fran dessa.

(b) Enligt Greens sats ges arean A hos omradet D av

// =3 // <5x _ay(—y)> dA

T2 721)( yde +ady) =—3 /7r y(t)a'(t) dt + % /W z(t)y' (t) dt.

—T —T
Anvind den generaliserade varianten av Parsevals identitet for att uttrycka A i termer av koefficienterna x,,, yy.

(¢) Skriv x,, = ay, +byi och y,, = ¢, +dpi, dir ay,, by, ¢, dy, € R, och kombinera de tva ekvationerna fran deluppgift
(a) och (b) for att fa ett uttryck for differensen 1 — 2 i termer av a,, by, ¢, och d,,.

(d) Anvind kvadratkomplettering for att visa att hogerledet &r ickenegativt, och dra slutsatsen att A < .

1Av Rasmus.



Kommentar

Resultatet i uppgiften kallas ofta for den isoperimetriska olikheten i planet. Fran ekvationen som hérleds deluppgift
(c) gar det ocksa att visa att likhet fas precis da x,, = y,, = 0 for alla n med |n| > 2. Eftersom x och y ér kontinuerliga
och uppfyller z(—7n) = z(7) och y(—=n) = y(n) ér de enligt Dirichlets sats lika med sin Fourierserie, och det foljer
relativt direkt att D &r en ellips. Faktumet att omkretsen &dr 27 och m ger sen att 9D maste vara en cirkel av radie 1.

Utover Fourierserier finns det finns manga alternativa sétt att visa den isoperimetriska olikheten, till exempel via
symmetriseringstekniker, variationskalkyl, eller geometriska floden.

Formler fran formelbladet
/xcos(ax) dx = a% cos(az) + %sin(ax) (46)

zcos(ax)  sin(ax)

/xsin(ax) de = — + 5 (48)

a a

Sinus- och cosinusserier

Om f dr definierad pa bara halva intervallet [0, 7] kan den utokas antingen till en jimn eller udda funktion pa [—m, 7].
Fourierserien for den udda utokningen &r sinusserien for f, och Fourierserien for den jamna utékningen &r cosinusserien

for f.

Derivering av Fourierserier

Antag att f(z) ~ % + >, (an cos(nz) + b, sin(nx)). Om f’ ocksa har en Fourierserie, dvs. om f’ € E, kan denna
fis genom att derivera term for term: f/(x) ~ > °° | (—na, sin(nz) + nb, cos(nz)). Liknande giller for den komplexa

. n=1 .
Fourierserien: om f(z) ~ Y07 ¢,e™*, och om f" ocksd har en Fourierserie, géller f'(z) ~ > 07 inc,e™.

n=—oo
Ovanstaende géller &ven om [’ inte existerar i enstaka punkter.

Parsevals identitet

Reella Fourierserier
Om f € E och
Qg > .
f(x) ~ 3 + nz::l(an cos(nz) + by, sin(nx)),

géller

1 [ awl?
L @R e = Sl )
n=1

T™J—m

Komplexa Fourierserier

Om f € E och
f(ZL')N Z Cneznx’
géller
L[ 2 = 2
o | H@P= 3 e

Parsevals identitet i termer av Hilbertrum, isometrier och unitira operatorer (fér SF1681-
studenter)

Rummet E har den inre produkten (f,g) = 5= ["_ f(x)g() dz. Rummet 1*(Z) &r Hilbertrummet av alla komplexa
foljder (...,a_2,a_1,ag,a1,as,...) (oindliga i bada riktningar), sadana att (a,a) < co, déir den inre produkten definie-
ras av (a,b) := Y>> __a,b,. Vihar en linjir avbildning 7 : E — [%(Z) som ges av T'(f) = (..., c_2,¢_1,¢o,C1,C2,... ),
dér ¢, dr de komplexa Fourierkoefficienterna for f. Parsevals identitet (for komplexa Fourierserier) séger att T dr en
isometri. Avbildningen T &r ddremot inte unitdr, da den inte ar surjektiv. Rummet F, som inte &r ett Hilbertrum, kan
diremot kompletteras till ett storre funktionsrum L2([—m,7]), som #r ett Hilbertrum. Operatorn T kan (med hjilp
av allmén teori for Hilbertrum) utékas unikt till en operator 7 : L2([—,7]) — (2(Z), och denna operator &r unitér.

Detta visar att L?([—m,«]) och [?(Z) #r isomorfa som Hilbertrum.
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Viarmeledningsekvationen

Betrakta en smal stang med lingden 7, som &r isolerad sa att ingen vdrme kan spilla ut i d&ndarna. Da beskrivs
temperaturen y(x,t) i en punkt x pa stangen vid tiden ¢ av

%=f§y (2,) € [0,7] x [0,00),
( t):Ty( ):07 te [0700)7 (1)
( 0) = f(x), r € [0, 7],

ddr f(x) beskriver den initiala temperaturférdelningen i stangen.

Uppgift 1!

Los initialvirdesproblemet (1) i fallet f(z) = 1(|2z — 7| — )2

Uppgift 2!

Visa att den totala vérmen i ett isolerat system som beskrivs av (1) bevaras, och alltsa &r samma som vid ¢t = 0. Mer
precist, visa att foﬂ z,t)dr = fo x) dz for alla t > 0.

Tentamen 2024-01-12, uppgift 3

Anvind separation av variabler for att 16sa virmeledningsproblemet

ot Oz
for v = u(x,t),0 <z < m,t >0, med randvillkor
ou ou
%(O,t) =0, 8x(7r’t) =0, t>0
och initialvillkor
5 0<z<m/4,
0) = f(z) =
u(@,0) = f(x) {—2, m/4 <z <m.

Losningen innehaller koefficienter for en Fourierserieutveckling. Ange integraler som ger dessa koefficienter. Inte-
gralerna behover inte beréknas. Berdkna dock gransvérdet limg_, o u(z,t) for 0 < z < 7.

1Av Rasmus.
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Annan uppgift 1'

Los foljande initial-randvérdesproblem (som innefattar vdagekvationen):

24 =a’2y, (2,t) € [0,7] x [0,00),
y(0,t) = y(m,t) =0, t € [0, 00),
y(l‘70):f($), %(m,O):Q T e [0,71'],
dar
z, z € [0, /4],
f(l‘): g_xv .TG(W/4,7T/2),
0, x € [7/2, 7.

Annan uppgift 2!
Los foljande randvéardesproblem (som innefattar Laplaceekvationen):

Az(may) =0, (:my) € [_171} X [0,7’[’],
Z(lay) = Z(_Ly) =1, (/S [077"]7
z(z,0) = z(z,m) =0, z€[-1,1].

Annan uppgift 3!
Under koordinatbytet (z,y) = (r cosf,rsin ), visa att Laplaceoperatorn Au = g%ﬁ + giyg far formen

pu P 100 107
T or2  rdr 120602

Annan uppgift 4'

I poléra koordinater, 16s féljande randvéardesproblem foér Laplaceekvationen pa enhetsdisken:

{Az(r, 0)=0, (r,0) €0,1] x [-m, 7],

2:(1,0) = g(9), 0 € [-m,m,

déar

_ 0%, 0clo,m],
9(0) = {92, 0 € (—,0).

Egen uppgift

Betrakta foljande randvérdesproblem med periodiska randvillkor (som innefattar Helmholtzekvationen), dir k € R dr en kon-
stant:

Af(fL', y) = k‘f(xvy)v (xay) € [771—5 7'('] X [771—77‘-]7

f(_ﬂ-’y) :f(7r7y)7 Yy e [—7T,71'],

f(CE'7 —7T) :f(xﬂ'r)a T e [_71-777]‘

Bestam for vilka virden pa k finns det en icketrivial 16sning f pa detta randviirdesproblem. For dessa virden pa k, bestim alla

I6sningar f som uppfyller
/ / 244 =1.

[—7, 7] X [—m,7]

Kommentar

Uppglften svarar mot att hitta egenviirdena och egenfunktionerna till Laplaceoperatorn A pa en plan
torus,> som &r ett rum som fis genom att i planet R? identifiera punkter periodiskt, sa att varje
punkt (z,y) € R? identifieras ("klistras ihop”) med (x+27,y) och (x,y+27). En plan torus kan inte
béddas in pa ett sitt som bevarar avstand i var tredimensionella virld, men kan biddas in i R*. Den
kan diremot biddas in i R® pa ett sitt som forvriinger avstand, som i bilden till héger. Den plana
torusen dr ett exempel pa en sluten tvadimensionell Riemannmangfald. Pa sadana kan man definiera
en (generaliserad) Laplaceoperator, och denna kan betraktas som en sjdlvadjungerad operator pa
ett lampligt Hilbertrum av funktioner, i vilket den alltid har en Hilbertbas av egenfunktioner.

LAv Rasmus.
2M. Levitin, D. Mangoubi, I. Polterovich, Topics in Spectral Geometry, avsnitt 1.2.2. Tillgéinglig online: https://michaellevitin.net/
Book/TSG230529. pdf.


https://michaellevitin.net/Book/TSG230529.pdf
https://michaellevitin.net/Book/TSG230529.pdf
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Annan uppgift 1!

Berikna Fouriertransformen av funktionen
1-%2 0<z<a,
fz) = {0 “

annars,

déar a > 0.

PZ 3.2.1c

Beridkna Fouriertransformen av funktionen

1, |z <1,
fl@) =492, 1<lz|<2,
0, annars.

PZ 3.2.1g

Om b > 0 dr en konstant ges Fouriertransformen av funktionen

fo(a) = {1, ] < b,

0, annars

av F[fo](w) = % Anvind detta for att berdkna Fouriertransformen av funktionen

Fa) = {cos(x), lz| <,

0, annars.

Annan uppgift 2!

1

Hitta funktionen f som har Fouriertransform F[f](w) = ;77-

PZ 3.3.1b

. . — 2_ —
Beriikna Fouriertransformen av funktionen f(z) = e~4® ~42=1,

Annan uppgift 3!

Beriikna Fouriertransformen av funktionen g(z) = ¢'® fy(azx), dir f, gavs i uppgift PZ 3.2.1g.

PZ 3.3.7

Antag att f har Fouriertransformen F[f](w) = 7. Beréikna Flz?f" () + 2" (2))(w).

PZ 3.3.4

Antag att f uppfyller differentialekvationen f”(x) + 2z f'(x) + 2f(x) = 0. Bestéim med hjilp av Fouriertransformen ett explicit
uttryck for funktionen f.

PZ 3.3.6

Antag att f uppfyller
(@) + (@ = 2)f(z) = cf(x)  forallaz €R,

och att dess Fouriertransform F' = F[f] uppfyller
F'(w) + (W = 2)F(w) = ¢F(w) for alla w € R.

Bestam konstanten ¢ € R.

1Av Rasmus.



Fouriertransformen

Fouriertransformen F(w) = F[f](w) av en funktion f : R — C ges av

F(w) = 1 /00 f(z)e ™" da

DY '
Den é&r definierad (for alla w € R) om f € G(R), dér
G(R) = {f :R—C ’ f ar styckvis kontinuerlig och / |f(z)| dz < oo} .

I det fallet &r F kontinuerlig, och limy 4o F(w) = 0.
Linjaritet
Precis som Laplacetransformen dr Fouriertransformen linjir: om a,b € C och f, g € G(R), géller

Flaf +bgl(w) = aF[f](w) + bF[g](w).

Forskjutningsformler
Antag att f € G(R), och b, c € R. Da giiller

Flf @ +b)](w) = ™ Flf(@)](w)  och  Fle f(2)](w) = F[f(2)](w — ).

Deriveringsformler

Antag att f € G(R). Da giller

FIf (@)(w) = iwF[f(@)](w)  och  Flof(z)l(w) = i%f[f(ff)](w)'
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PZ 3.4.2f

Fouriertransformen av funktionen g(z) = cos(z) f=(x), dir
L fz[ <a,
a‘; =
fa(@) {0, lz| > 1

ges av
w sin(rw)

-7:[9}(“) = m

Anvénd detta for att bestdmma virdet pa integralen

[ e
PZ 3.4.2d

Bestam vérdet pa integralen

/°° w sin(mrw) do.
0

1—w?

PZ 3.4.2¢

Bestam vérdet pa integralen

/ wsin(mw) cos(mw) dw.
0 1—-w?

Inversa Fouriertransformen

Den inversa Fouriertransformen av en funktion F(w) definieras enligt
FUF|(z) = / F(w)e™? dw.

Om f € G(R), géller
FA) = LI ED)

Relation mellan Fouriertransformen och inversa Fouriertransformen

Om f € G(R), giller
FH flx) = 27 F[f](—x).
Speciellt ar
P = HEDES(Co)

vilket &r lika med %:) om f &r kontinuerlig i punkten —zx.

Plancherels formel

For Fouriertransformen finns en formel som paminner om Parsevals formel for Fourierserier, ndmligen Plancherels formel:

1 oo

2 | o

F@lde = [ 1P e
Precis som for Parsevals formel finns en generaliserad version:

1 [ —— =~ T

o | @@ de = [ A Flglw) do

som blir den forsta formeln nér f = g. Bada formler géller under antagandet att f, g € G(R).



Hir kan det eventuellt tillkomma anteckningar om det vi pratade om pa 6vning 9 efter att ha gatt igenom
alla uppgifterna pa férra sidan.
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PZ 3.8.4ab

For funktionen

f@) = {1, jal <1,

0, l|z|>1,
bestdm Fouriertransformen F[f](w), samt faltningen (f * f)(z). Anvénd resultatet f6r att beriikna integralerna

* gin? > sintz
5 dx och 7 dr.
T T

—o0 —o0

PZ 3.8.5bc

Bestam Fouriertransformen av funktionen 5
a

z2 +a?’
dér a > 0 #r en konstant. Om mojligt, hitta en funktion ¢ € G(R) sadan att

ga(z) =

- o(t) _ 1
/Oo(x—t)2+16dt_x2+49'

Om detta dr omdjligt, forklara varfor.

Annan uppgift!

Hirled den allménna lsningen (i termer av funktionen f) till foljande problem”® som innefattar Laplaceekvationen pa ovre
halvplanet:

2 2
Gt IE=0, (z,y) € (—00,00) x (0,00),

z(z,0) = f(x), z € (—00, 00),

limy—ﬂx Z(.Ii,y) = 07 T € (_007 OO),

dsir vi antar att f € G(R), och soker en 16sning z som dr begrinsad pa &vre halvplanet. Det gar bra att utan vidare® anta att
det gar att byta ordning pa griansvirdet och Fouriertransformation, det vill séiga att

Yy—r 00 Yy—r0o0

i 7. ls(e,))(w) = £+ |l s(00)] () 0.

Faltning

Fér tva funktioner f, g € G(R) definierar vi deras sa kallade faltning f * g enligt
(F9)@) = [ = v v

och det gar da att visa att f * g € G(R). Notera att det & samma formel som for faltningen som férekommer i sammanhang
med Laplacetransformen, forutom att integralen dr 6ver hela R istéllet for intervallet [0, x].
Precis som for Laplacetransformen finns det en formel fér Fouriertransformen av en faltning av tva funktioner:

Flf # gl(w) = 2xF[fl(w) Flgl(w)-

LAv Rasmus.

2Notera att det sista villkoret kan ses som ett randvillkor ”vid o#éndligheten”.

3Det gar att visa att 16sningen pa problemet #r entydig, nir man vil har fatt fram l6sningen visar det sig att detta dr rittfirdigat. Att
visa att losningen &r entydig dr nagot overkurs, men gar ungefér till sd hér: om z; och z2 dr tva losningar pa problemet dr differensen
z 1= z1 — z2 en l6sning pa problemet med homogent randvillkor vid y = 0, det vill sidga fér f = 0. Om vi ser 6vre halvplanet som dvre
halvan av det komplexa talplanet C kan vi (pa grund av att z dr harmonisk) hitta en analytisk (holomorf) funktion u(¢) pa évre halvplanet
{¢ | Im¢ > 0} som uppfyller Im(u) = z. Det homogena randvillkoret tillsammans med Schwarz reflektionsprincip medfér att u gar att
utéka till en analytisk funktion pa hela C som uppfyller u(¢) = u(¢). Funktionen v(¢) = e~ **(¢) blir d& analytisk pa hela C och eftersom
|v(x + iy)| = e*(®¥) | &r v begrinsad. Liouvilles sats ger nu att v, och dirmed z, &r konstant. Randvillkoret z(x,0) = 0 ger slutligen att z
ar identiskt noll.
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Dirichlets sats

Lat E vara rummet av alla styckvis kontinuerliga funktioner [—m, 7] — C. Fér en funktion f € E och en punkt
x € [—m, 7| definierar vi

flat)=lm f())  och  f(e=) = lim /(1)

i de fall dir det ar véldefinierat. Vi definierar &ven partialsummorna

m

m
Z ap, cos(nz) + by sin(nz)) = Z e,

n=—m

S(z) = 2 4
2
dér a,, och b, dr koefficienterna i den reella Fourierserien till f, och ¢, &r de komplexa Fourierkoefficienterna.

Antag nu att f € E, och att grinsvérdena limy~ o w %
for varje . Dirichlets sats séiger da att for x € (—m,7), s& dr

i 8, (0) = L)+ F)

m—o0 2

och limy, g existerar (och ér éndliga)

b

och séger dessutom att

lim Sy (—r) = Tim Sp(r) = L0 HETH)

m—00 m—00 2

Bevis av Dirichlets sats

Begriinsa f till intervallet (—, 7] och utoka sen 27-periodiskt till en funktion R — C; detta paverkar varken virdena

pa ¢, eller virdena f(xz+) och f(z—) for nagot x. Dessutom kan pastaendet fér & = +7 formuleras pa ett sétt som

dr identiskt for pastaendet vid alla andra punkter, sa det riicker att visa att lim,,— oo Spm(x) = % for alla x,

eller ekvivalent, att lim,, oo (Sm () — W) =0.

Steg 1
De komplexa Fourierkoefficienterna for f ges av

1 g X
_ —iny g
Cn o | f(y)e Yy

Om vi definierar Dirichletkdrnan D,, enligt
m
n=-—m
ser vi att D,, ar jamn, och att
us

S0 =0 3 [ e san=1 [ Do s

—T

1 [ 1 /™
=— | Du@fle-ydy=_[ Duly)flz+y)dy,
Steg 2
Vi har
1— ei(erl)y ) 1— efimy
_ iny iy —iny | _ = -y, - < "
ut =3 (e s E ) < (IR e 5T
n
1/1— e2(m+1) 1 — e—tmy e—tmy _ 6i(m+1)y
_2< 1—ew e —1 )‘ 2(1 — )

Det foljer dessutom direkt ur definitionen av D,, att

i/OﬂDm( Z/ ’”ydx—</0 1dy+2/ ““’+e”“’)dy> —(r+0) =

n=—m

och samma sak géller férstas om man istéllet integrerar fran — till 0, da D,,, &r jAmn.



Steg 3
Vi har

Sule) = fe4) =2 [ (@t 9) = S ) Dl dy

1 /7r flz+y) —'f(x—k)e_imy dy + 1 /Tr [z +y) —.f(x—i—) mH DY gy
7 Jo 1 — ey T Jo 1—ew ’

och pa samma sitt fas att

Sm(a?) _ f(l‘—) — l /0 f(.’L‘ + y) — f(x_)e—im,y dy + l 0 f(x + y) — f('r_)ei(m-‘rl)y dy

) . 1—et ) 1— et

Om vi definierar
faty)—f(z—)

1—eiv 9 -7 S ?J < 07
9(y) =40, y=0,
+y)— +
i@ 1y_)6i];(:r )7 0<y<m,

foljer det att

Sty - Lt S) L[

—im 1 i(m
2 =5 | 9weT ™ dy+ —g(y)e’ TV dy = dyn + d_(m1),

dér d,, dr de komplexa Fourierkoefficienterna for g. Eftersom f € E, foljer det att g(y+) och g(y—) existerar och dr
dndliga for alla y # 0. Vi har ocksa

Hotp)=fot) _y (fotn)=fon) v ) fa+y) - f)

)

Y 1—ew

=17-lim

0+) = lim
g(0+) Jim, "

N0 1—ew N0

diir vi i sista likheten anviinde ’Hopitals regel for grinsvirdet av y/(1 — ). Enligt vart antagande om f betyder
detta att g(0+) existerar och &r dndligt, och pa samma sétt fas att g(0—) existerar och dr dndligt, vilket betyder att
ge k.

Fran Riemann—Lebesgues lemma f6ljer det att lim, 4+, d, = 0, sa att

lim (sm@) - W”‘“”) 0,

m—»o0 2

Alternativt sitt att gora steg 3
Ett alternativt sitt att gora steg 3 i beviset #r att forlinga uttrycket for D,,(y) med e~¥/? for att fa

Do(y) = e~ imH1/2y _ eim+1/2)y sin((m+1/2)y)  sin(y/2) cos(my) + cos(y/2) sin(my)

2(e~w/2 — eiv/2) 2sin(y/2) 2sin(y/2)
1 cos(y/2) _
=3 cos(my) + sin(y/2) sin(my),

och pa liknande sétt som ovan se att S,,(x) ges som en summa av cosinuskoefficienter fér f och sinuskoefficienter for
funktionen

s(y/2
st (f@+y) = fla=), —w <y <0,
h(y) =40, y =0,
cos(y/2
sty (@ +y) = fld)), 0<y<m
Med ett snarlikt resonemang ser man att h € E och Riemann-Lebesgues lemma ger att koefficienterna i uttrycket for
Sm(x) gar mot noll da m — oc.
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