Losningsforslag till uppgift 6 fran 6vning 13
Uppgift

Lat k = {0,1,a,1 + a} vara kroppen med fyra element.
(a) Skriv upp additions- och multiplikationstabellerna for k.

(b) Bestdm en matris med koefficienter i Zy sadan att k kan representeras av matriserna {0,171, 4, A + I}.

Losningsforslag

(a) Vi borjar med att notera att |k| = 22, sa att char(k) = 2, det vill séiga att 2 = 0 (och didrmed —1 = 1) i

k. Additionstabellen fas fran detta direkt:

+ ‘ 0 1 a 1+a
0 0 1 a 1+a
1 1 0 1+a a
a a 1+a 0 1
l4+a|l+a a 1 0
Vi borjar med att delvis fylla i multiplikationstabellen genom att anvénda att 0-z =0 och 1 -z = x for
alla z € k:
. ‘ 0 1 a l+4+a
0 0 0 0 0
1 0 1 a l4a

a 0 a
14a|0 1+4a

(1)

Vi maste nu bestimma a?. Notera att a? # 0, eftersom a # 0 och k &r en kropp, och notera #ven att
a®? # a (annars hade ekvationen kunnat divideras med a for att fi @ = 1). Vi maste alltsd antingen ha

a?=1ellera®2=1+a.

Det kan inte giilla att a® = 1, for detta hade medfort att (1 4+ a)? =12 +a% =1+ 1 = 0, vilket inte kan
gilla da 14 a # 0 och k #r en kropp. Ett annat sitt att se att a? # 1 dr att notera att om a? = 1, sa &r
a(l+a)=a+1=1+a, vilket ger a = 1. Ett tredje siitt #ir att se att a® = 1 hade inneburit att a fir en

rot till polynomet 2% — 1 = (z + 1)(x — 1) = (z — 1)?, som ger att a = 1.

Nir vi vill vet att a? = 1+a foljer det sen att (1+a)a = a+1+a =1+2a =1,och (1+a)? = 1+2a+a® =
14 0a+ 14 a=a, och att a(l +a) = 1 da produkten &r kommutativ. Detta ger multiplikationstabellen

. ‘0 1 a 1+a
0 0 0 0 0
1 0 1 a 1+a
a 0 a 1+a 1
1+4a|0 1+4a 1 a

(2)

Notera att alla rader och kolonner i multiplikationstabellen, férutom den foérsta raden och forsta kolonnen,
innehéaller alla fyra element i k. Detta géller for en multiplikationstabell i alla &ndliga kroppar, eftersom
ekvationen z -y = = - z kan divideras med z for att fa y = z. Om vi utgar fran tabellen (1) finns det
bara ett siitt att fylla i den som uppfyller detta, ndmligen som i (2). Detta &r ett alternativt sitt att 15sa

uppgiften pé, utan att resonera om a?.

(b) Vi vill att matriserna A och A + I ska bete sig som elementen a och 1+ a vad giller multiplikation. Det
géller automatiskt att 0- A = 0 och 1- A = A, oavsett vilken matris A vi viljer, och vi sag i resonemanget
ovan att resterande produkter bestims unikt fran att a®> = 1 + a. Vi behover alltsa hitta en matris A
som uppfyller A2 = I + A, eller ekvivalent, A2 — A — I = 0. En matris med karakteristiskt polynom

pa(r) = a2

— 1z — 1 =0 kommer pa grund av Cayley—Hamiltons sats att uppfylla detta. Ett allmént sétt

att f4 en matris med det karakteristiska (och dven minimala) polynomet z" + a, 12"~ +--- + a1z + ag

ar att ta matrisen

0 1 o - 0

0 0 r .. 0

0 0 o - 1
—Qp —ar —az -+ —Qp-1

och ivart fall &r n =2 och ag = —1 =1 och ¢y = —1 =1, sa vi kan vilja A = (? })



