SF1671, ovning 1
CEXERCISESPT .

In Exercises 3—4, express the given repeating decimal as a quotient

of integers in lowest terms. 20. x+1 >

4. 3.27

Solve the equations in Exercises 27-32.
s
32 |2-1]=1
2

In Exercises 13-26, solve the given inequality, giving the solution
set as an interval or union of intervals.

In Exercises 21-24, write an equation for the line through the two
points.

2. 3,1, @2

35. (Two-intercept equations) If a line is neither horizontal nor
vertical and does not pass through the origin, show that its

. . . X ..
equation can be written in the form — + % =1, where a is its
a

x-intercept and b is its y-intercept.



F1 — Grundliggande terminologi och begrepp, ekvationer och olikheter, absolut-
belopp

Fler uppgifter:
(1) Ange alla ekvivalenser/implikationer mellan f6ljande utsagor.
A:x*<9, B:x>-3, C:—-3<x<3. (E)
(2) Ange alla ekvivalenser/implikationer mellan f6ljande utsagor for x,y € R.
A:x=y, B:x2:y2, C:xy:xz, D:xy:yz. (E)

(6) Los ekvationen |x+ 1|+ |2x — 6| = 10. (E)
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EXERCISESP4

In Exercises 1-6, find the domain and range of each function.

4., Fx)=1/(x—1)

In Exercises 11-22, what (if any) symmetry does the graph of f
possess? In particular, is f even or odd?

14. f(X) = ﬁ

In Exercises 39-46, f refers to the function with domain [0, 2] and
range [0, 1], whose graph is shown in Figure P.58. Sketch the
graphs of the indicated functions and specify their domains and
ranges.

40. f(x)—1

(4) Los ekvationen (3 + /x)(3 — /x) = 8\/x.

y A y A

graph (a) graph (b)
Yy a Yy A

graph (c) graph (d)

8. Figure P.57 shows the graphs of the functions: (i) x — x~,

Figure P.57
4

(i) x3 —x* (i) x(1 —x)2, (iv) x? — x>. Which graph
corresponds to which function?

Figure P.58

(E)



In Exercises 1-2, find the domains of the functions ' + g, f — g,

/g, f/g,and g/f, and give formulas for their values. In Exercises 19-24, f refers to the function with domain [0, 2] and

range [0, 1], whose graph is shown in Figure P.65. Sketch the

2. f(x) = T— x g(x) = V1i+x graphs of the indicated functions, and specify their domains and
ranges.
22, f(x/3)
Y
)
y=f)
® X
2
Figure P.65

33. Assume that f is an even function, g is an odd function, and
both f and g are defined on the whole real line R. Is each of
the following functions even, odd, or neither?

f+eg fe. flg. glf fi=ff g =gg
fog gof, fof gog

Show that the functions f in Exercises 1-12 are one-to-one, and
calculate the inverse functions f~!. Specify the domains and
ranges of f and f~!.

6. f(x) =1+ Yx

X
Vx2 41

In Exercises 13-20, f is a one-to-one function with inverse f 1.
Calculate the inverses of the given functions in terms of 1.

4. h(x) = f(2x)

12. f(x) =

In Exercises 21-23, show that the given function is one-to-one and
find its inverse.

3 .
_)x ifx >0
2. 80 =15 5y <0
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EXERCISES P7

Find the values of the quantities in Exercises 1-6 using various In Exercises 13—16, prove the given identities.

formulas presented in this section. Do not use tables or a
calculator. i i i 7
14. - = = tan —
sin x 1+ cosx 2

o1l

6. sin —

12

52. Observers at positions A and B 2 km apart simultaneously
measure the angle of elevation of a weather balloon to be 40°
and 70°, respectively. If the balloon is directly above a point
on the line segment between A and B, find the height of the
balloon.

53. Show that the area of triangle ABC is given by
(1/2)absinC = (1/2)bc sin A = (1/2)ca sin B.

Simplify the expressions in Exercises 1-18.

1 X
4. (=) 42
2
1
6. 1 -
0g4(8)

B, 3%24%
30. Solve 2logz x + logg x = 10 for x.

16. 2log; 12 — 4log; 6

Simplify the expressions given in Exercises 1-10.

2. ln<e1/2e2/3)

Solve the equations in Exercises 11-14 for x.

12. 3* = 9l=*

Solve the inequalities in Exercises 17—18.

18. In(x> —2) < Inx



(1) Man vet att sinx = %,O <x< % Bestim det exakta virdet av

3cosx —cotx

: C
3sinx + tanx ©

(2) Avgor om det for alla x > 0 géller att
—)—26+1nx:1n (x(\/1+ex— ex))+ln(\/1+e_x+l). (A)
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C 3.5

In Exercises 1-12, evaluate the given expression.
2. cos™! (F)
6. cos(sin~*0.7)
10. sin (cos_1 (_Tl))

12. tan(tan~'200)
In Exercises 13-18, simplify the given expression.

14. cos(sin™' z)

C 3.6

2. Verify the addition formulas
cosh(z + y) = cosh z coshy + sinh z sinh y,

sinh(x 4+ y) = sinh  coshy 4 cosh z sinh y.

Proceed by expanding the right-hand side of each identity in terms of exponentials. Find
similar formulas for cosh(z — y) and sinh(z — y).

Extra (1)

Vinkeln v &r spetsig och cos2v = —1/9. Bestdm exakt virdet av cosw.

Extra (4)

. . . o 1
Los ekvationen sin(3z + §) = ok

Extra (5)

Om 2cos(z + §) = 1, vilka virden kan da sinx anta?
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DM 2.4

Rékna upp elementen i méngden

{n | n &r ett positivt udda tal mindre &n 10}.

DM 2.7
Anta att vi upptéickt dels att A C B och dels att B C A. Vad kan vi dra for slutsatser om
forhallandet mellan A och B?

DM 2.12

Lat universum U besta av siffrorna fran noll till nio. Bilda méngderna A = {0,1,2,3,4,5} och
B = {5,7,9}. Vilka av foljande pastaenden #r sanna?

DM 2.16

(a) Uttryck betydelsen i A\ B med hjilp av mingdbyggaren.
(b) Hlustrera vad som menas i ett venndiagram.

(c) Det gar att uttrycka A ~ B med hjilp av de andra riknesétten. Gor det!

DM 2.21

(a) Ilustrera de distributiva lagarna med venndiagram.

(b) Skriv formella bevis for lagarna.



DM 2.26

Ett register 6ver avstéllda bilar innehaller 1812 poster. Ett register 6ver bilar som har automat-
fotograferats vid fortkorning innehaller 1066 poster. Tillsammans innehaller de bada registren
2001 poster. Hur manga bilar som egentligen &r registrerade som avstéllda har &nda noterats vid
fortkérning?

Extra (1)

Hur manga element innehaller méngden {1,1,2,2,2,3,3,3,3}?

Extra (2)
Mingderna A, B, C ges av A = {1,2,3,4}, B ={1,3,4,7}, C ={1,2,4}.
(a) Ange méingderna AUB, BNC, BN A, AN B, P(C), C x B.

(b) Avgor vilka av foljande pastaenden som ir sanna och vilka som ér falska: C C ANB, C €
P(A), A P(B)UP(C), C x BC A x B. Motivera.

Extra (4)

Visa, dels med riknereglerna pa sidan 20 i liroboken (DM) och dels med ett Venndiagram, att
for godtyckliga méngder A, B géller

((A°UB°) N A)° = A.
Minns att M ~ N kan uttryckas som M N N¢.

Extra (7)

Vad ar |P({2, {2}, {2,{2}}})| och [P({{2,{2},{2,{2}}}})|? Ange alla element i P({@, {2}, {2, {2}}})
och i P({{@,{2},{2,{a}}}}).

Egen uppgift
Lat A= {a1,...,a,} vara en #indlig miingd med n element.
(a) Antag att vi har valt ut m olika delméngder av A:
B={A,...,An},
déir m < n. Definiera en ny delméngd C' C A enligt
C:={ar |1 <k<mocha,¢ Ag}.
Visa att C' ¢ B.

Ledning: For varje k, hitta ett element som dar med i A men inte i C, eller vice versa, och
dra slutsatsen att Ay # C'.

(b) Anvénd resultatet i (a) for att visa att |P(A)| > |A].
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DM 2.32

Rita ett Hassediagram foér potensméngden P(A) till en méngd A med tva element.

DM 2.40

Beskriv de méngder som ges av NUZ, ,NNZ; ,N\Z,, Z\N,N\ Z,N x N och Z x Z.

DM 2.45

Vad &r egentligen R x R for nagot, och har du arbetat med den méngden nagon gang?

DM 8.4

Rita grafen och matrisen till relationen R = {(a, ¢), (a,d), (b,b), (¢, a), (¢, ¢), (d,b), (d,e)}.

DM 8.24
Avgor om Ry = {(a,a), (a,b), (a,c), (a,e),(b,a),(b,b),(b,c), (be),(d,c),(d,d)} respektive Ry =
{(a,b), (a,c), (a,e), (a,e),(b,a),(b,b), (b, c), (b,e),(d,c),(dd),(ee)} dr transitiva.

DM 8.25

Skriv pa svenska vad det skulle innebédra om relationen kér-i var
(a) reflexiv.
(b) symmetrisk
(c) anti-symmetrisk
)

(d) transitiv.

Extra (2)

For vilka méngder av ménniskor géller att relationen ”&r syster till” &r symmetrisk?



Extra (5)

Lat A = {1,2,3} och X = {B C A |1 € Beller 2 € B}. Visa att relationen C pa X &r
en partialordning. Finn alla minimala, minsta, maximala och storsta element i X med denna
ordning.

Extra (6)
Lat A ={1,2,3,4,5}, och lat

R={(1,1),(1,3),(1,4),(2,2),(2,5),(3,1),(3,3),(3,4), (4,1), (4,3),(4,4),(5,2), (5,5)}

vara en relation pa A. Visa att R ar en ekvivalensrelation och bestdm ekvivalensklasserna.

Egen uppgift

En relation R pa en méngd A kallas for en vilgrundad relation om det for varje icketom delméngd
S C A finns ett element m € S sadant att mRs (det vill siga att (m,s) € R) for alla s € S.

En totalordning pa en mingd A ir (definieras som) en partialordning < som ocksa uppfyller
att det for alla z,y € A géller antingen att z < y eller y < z.

En vdilordning pa A &ar en totalordning som ocksa ar valgrundad.

(a) Visa att en vilgrundad partialordning automatiskt &r en vilordning.
(b) Visa att en totalordning pa en dndlig miangd automatiskt &r en vilordning.

(c) Ge ett exempel pa en totalordning som inte dr en vilordning.
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DM 3.9

Primfaktorisera 60, 61, 62, 63 och 64.

DM 3.15

Anvénd Euklides algoritm pa talen 100 och 70, for att kontrollera att den verkligen tar fram 10
(som man ser dr den storsta gemensamma delaren).

DM 3.16

Talen 100 och 70 har storsta gemensamma delare 10. Uttryck 10 som linjdrkombination av 100
och 70.

DM 3.46

Konvertera det bindra talet 101010 till decimal notation och det decimala talet 101 till binér.
Konvertera sedan tillbaka talen till ursprungsnotationen och kontrollera att det blir det du star-
tade med.

Extra (1b)

Berékna i bas 2:
k+1 och m-n,

dar
k= (218)10, |l = (137)10, m = (89)107 n = (43)10.

Kontrollera additionerna med subtraktion.
Kontrollera slutligen resultaten genom att konvertera svaret till bas 10.



Extra (3)

Tag ett tresiffrigt tal m, dér forsta och sista siffran i m &r olika. Bilda ett nytt tal n genom att
ta m:s siffror i omvind ordning (sa att t.ex. m = 385 ger n = 583).

Lat p vara m —n om m > n, annars n — m. Bilda nu ¢ genom att ta p:s tre siffror i omvand
ordning (sa t.ex. p = 198 ger ¢ = 891 och p = 99 ger ¢ = 990).

Varfor ar p + g = 1089, oberoende av valet av m?

Vad blir resultatet om man riknar i bas t7

Extra (4)

Visa att z|0 or alla x € Z, men 0|z om och endast om z = 0. Hir utgar vi fran den definition
av delbarhet som gavs pa foreldsningen, dvs for heltal a,b giller att alb om det finns ¢ € Z sa
att b = aq.

Extra (7)

Lat k vara ett heltal. Visa att 3k+2 och 5k + 3 &r relativt prima, dvs att sgd(3k+2,5k+3) = 1.

Egen uppgift
Vi kan introducera en relation R pa N genom att definiera att (a,b) € R om och endast om alb.
(a) Visa att denna relation &r en partialordning.

(b) Vilka &r de minsta, minimala, stérsta och maximala elementen for N under denna partial-
ordning?

(c) Vilka dr de minsta, minimala, stérsta och maximala elementen for delméngden N\ {1} C N?
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DM 3.19a

Hitta ged och lem for 408 och 672, och skriv ged som linjirkombination av talen pa minst tva
olika sétt.

DM 3.22

Det finns en sats som séger att om ett primtal p delar en produkt ab maste det dela nagon av
faktorerna i produkten.

1. Hitta tre tal p, a och b, dér p inte &r ett primtal och dér slutdelen i satsen inte heller géller.

2. Hitta tre tal p, a och b, dér p inte &r ett primtal men dér slutdelen av satsen géller i allfall.

DM 3.26a

Lo6s den diofantiska ekvationen 8z + 9y = 3.

Extra (7)

Anvind aritmetikens fundamentalsats for att visa att om for a, b, c € Z, giller att a®> = b-c? sa
maste b vara en perfekt kvadrat.

Extra (8)

Visa att for alla heltal n giller att 6 | n® + 5n.



SF1671, 6vning 10

DM 3.31

Beriikna 27 - 35 (mod 12) pa samma siitt som i exemplet nedan, pa alla tre siitten. Vilket var
hér enklast och vilket var krangligast? (Anvénd inte réknare!)

Exempel fran DM

Vi vill addera 27 och 35 modulo 12. Vi kan antingen bérja med att addera talen och sedan
reducera modulért
274+35=62=5-12+2=2 (mod 12)

eller forst reducera modulért, dérefter addera, och sedan reducera igen
274+35=(2-1243)+(2-124+11)=3+11=14=1-1242=2 (mod 12)

Fordelen med den hér varianten var att vi fick mindre siffror att rdkna med, nackdelen var att
vi fick reducera modulért flera ganger. Vi skulle ocksa kunna gora sa hér:

274+35=(2-124+3)+(3-12—1)=3+(-1) =2 (mod 12)

Det &r fullt tillatet att i mellanresultat ga over till negativa tal. Vi fick héar lédttare tal att rdkna
med, och pa kopet slapp vi slutreduktionen. Angaende notationen: Vi har anvint vanligt ”="
vid samband som géller d&ven vid normal rikning, och ”=" vid de som bara géller da man riknar
modulédrt. Vanligen reducerar man alla mellanresultat vid moduloberidkningar, sa att man far
sma tal att arbeta med. Men hur vi &n ldgger upp ridkningarna har kommer vi att fa samma
slutresultat: 2. Och pa precis samma séitt riknar man med subtraktion och multiplikation.

DM 3.38abc

Los ekvationen 8z = 10
(a) 1Z1a
(b) i Z15
(¢) iZs

DM 3.43

I "normal” rékning finns den viktiga rikneregeln nollfaktorlagen. Den séger att om en produkt
ar noll sa maste nagon av faktorerna vara noll; det gar inte att multiplicera fram noll pa annat
satt. Tittar man i multiplikationstabellerna i Figur 1 ser man att detta inte &r givet i modulér
aritmetik.

(a) I tabellen for Zg finns ett antal nolldelare, det vill siga tal andra &n noll som kan va-
ra faktorer i noll. Forklara varfor det alltid finns nolldelare om man ridknar modulo ett
sammansatt tal.

(b) I tabellen for Z7 finns déremot bara nollor i nollans rad och kollumn. Forklara varfor det
inte kan finnas nolldelare da man riknar modulo ett primtal.
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Figur 1: Multiplikationstabeller for Zg och Zr

DM 3.63
(a
(b
(c

(d) Har du nagra kommentarer till svaret pa foregaende uppgift?

Skriv upp additions- och multiplikationstabellen for Zsg.
Vilka tal har en invers, och vad &r inversen?

)
)
) Hur manga losningar har ekvationen 2% = 1?
)

Extra (1)

Finn alla heltal = sa att 16z = 26 (mod 42).

Extra (3a)

Vad ir sista siffran (i bas tio) for talet 322?

Extra (5)

Visa att om heltalen x, y, z uppfyller 23 + 3y =922 sd sirx =y =2 =0.

Egen uppgift
Antag att p &r ett primtal, och lat a € Z,, \ {0}.
(a) Visa att a dr inverterbart i Z,.
(b) Visa att funktionen f : Z, \ {0} — Z, \ {0} som ges av f(z) = a - « &r bijektiv.
(¢) Visa att
(@ 1) (a2 (a-(p=2) (@ p-1) =12 (=2 (p-1)
géller i Z,, och forklara varfor detta ger att a?~! =11 Z,.

(d) Visa att a = aP (mod p) géller for alla a € Z. Detta resultat kallas ibland f6r Fermats lilla
sats.
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DM 2.41

Med 2Z menas méngden {2n | n € Z}. Beskriv i ord de méngder som ges av 2Z och Z \ 2Z.

DM 2.47

Visa att mingden A = {000,001,010,011,100,101,110,111} och B = P({1,2,3}) har samma
kardinalitet genom att skapa en bijektion mellan dem. Forsok hitta nagon som &r latt att beskrival
Anmdarkning: Elementen i mdngden A kallas bindra stringar av lingd 3.

DM 2.48

Visa att méngden jamna heltal &r upprikneligt odndlig, genom att konstruera en bijektion fran
N.

DM 8.41

(a) Ar f(z) = 2® injektiv om man riknar i Z;?

(b) Ar "kubikrot” ett meningsfullt begrepp i Z7?

Extra (1lab)

Avgdr om sambandet f(x) = 2?2 definierar en injektiv, surjektiv, bijektiv och/eller inverterbar
funktion i foljande fall

(a) f[: R—=R,
(b) f:Rso =R,

Har betecknar R de icke-negativa reella talen {z € R | 2 > 0}.

Extra (2a)

Ar f: Zg — Zg injektiv, surjektiv, bijektiv och/eller inverterbar da f(z) = 2 + 3z + 77

Extra (3)
Avgor om f: Zyri1 — Zarin, f(x) = 1632z + 1792 &r injektiv, surjektiv, bijektiv och/eller

inverterbar.

Extra (5)

Ge exempel pa méingder X,Y, Z och funktioner f: X — Y, g: Y — Z, sa att sammanséttningen
go f: X — Z ar en bijektion, trots att varken f eller g ar det.
Lite svarare: Samma uppgift, men med kravet att X =Y = Z.



Figur 2: Méangderna C,,, for n =0,1,...,6.

Egen uppgift

Lat A vara en méngd.

(a)
(b)

()
(d)

Finns det nagon injektion (injektiv funktion) f: A < P(A)?

Finns det nagon surjektion (surjektiv funktion) f: A — P(A)?
Ledning: Tillhér B={a € A|a ¢ f(a)} C A virdemingden for f?¢

Visa att [P(A)| # |A].

Betrakta det slutna intervallet Cy = [0,1]. Om vi tar bort den mittersta tredjedelen av
intervallet, dér den del som tas bort dr ett 6ppet intervall, far vi en union av tva slutna
intervall,

C1 = Co\ (1/3,2/3) = [0,1/3] U [2/3,1].

Motsvarande kan upprepas pa varje del av C7, vilket resulterar i en union av fyra slutna
intervall,

Cy = ((0,1/3]\ (1/9,2/9)) U ([2/3,1]\ (7/9,8/9))
=1[0,1/9]U[2/9,1/3] U [2/3,7/9] U[8/9,1].

Genom att upprepa denna process far vi méngder C,,, dér C,, dr en union av 2" stycken
slutna intervall som fas genom att ta bort den mittersta tredjedelen (som tolkas som ett
oppet intervall) pa varje slutet intervall som C,_; bestar av, se Figur 2. Snittet C' =
ﬂoo C, kallas for Cantormdngden. Notera att C C R.

n=1
Visa att det finns en injektion P(N) < C, och dirmed en injektion P(N) < R.
Ledning: Lat A C N, och definiera d, = 0 for de virden pa k dir k ¢ A, och di = 2 for
de k dir k € A. I basen tre definierar detta ett tal x = (0,dod1dads . .. )tre. Om vi for varje
A C N kallar det resulterande talet x for g(A) definierar detta en funktion g : P(N) — R.
Visa att g(A) € C for alla A CN, och visa att om Ay, Ay CN och A1 # As, sa finns ett k
sadant att g(A1) och g(As) ligger i olika delintervall i Cj,.

Visa med hjilp av resultaten fran (c) och (d) att |N| # |R|.

Ledning: Antag att det existerar en bijektion N = R, och visa att detta leder till att
IN| = [P(N)].
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DM 4.9

Man kan konstruera Graykod med n binéra siffror med hjilp av en rekursiv algoritm.
(a) For n =1 ser koden ut som {0, 1}.

(b) For hogre virden pa m: Skriv upp koden for n — 1 tva ganger efter varandra, den andra
gangen baklidnges. Lagg pa en nolla forst pa varje kodord i den forsta omgangen och lagg
pa en etta forst pa varje kodord i den andra omgangen.

Konstruera Graykoden for n = 3.

DM 4.11a

Skriv ut alla termerna i summan

DM 4.12a

Skriv foljande summa med summatecken:

14t ly ]
23 4

DM 4.13a

Skriv om foljande summering, sa att den startar i noll:

DM 4.16

Vi har det oktala talet 3333333333. Vad blir det decimalt?



DM 4.20

En talfoljd definieras enligt ag = 1,a1 = 9,a,, = 6a,_1 — 9a,_2 da n > 2. Visa att talen i féljden
kan beridknas med formeln a,, = (1 + 2n)3™.

Extra (2a)

Berékna 4 +8 +12 4+ --- + 36 + 40.

Extra (3ab)

Summera

(b) Y 3.5
=0

Extra (5) (gammal tentauppgift)

Summan av de tva forsta termerna i en geometrisk talféljd dr 10, och summan av de tre forsta
termerna dr 19. Bestdm talfoljden (eller talfoljderna om det kan finnas flera).
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DM 4.23

Visa att 42" — 1 #r delbart med 15 for alla heltal n > 1. (Tips: Ett tal som &r jimnt delbart med
15 kan skrivas m - 15, dér m dr ett heltal.)

DM 4.33

Visa att talen i den rekursiva talfcljden ay = 2, a,+1 = 3a,, + 1 uppfyller olikheten a,, > 3™.

DM 4.50

En talfoljd definieras enligt
a; = 32,
as = 38,
az = 206,

ap = 2ap_1 + 5ap_o — 6a,_3,n > 3.

Bevisa att talen i talfljden kan beriknas med formeln a,, = 4 — 5(—2)" + 6 - 3™.

DM 4.62

Minns att fibonaccitalen f, definierades enligt f; = fo = 1 och f492 = f, + frny1 f6r n > 1. Visa
att fibonaccitalen kan berdknas med formeln

s L (1vE) o (1-vEY
"5 2 NG 2




Figur 3: En fyralagers pyramid av trikulor.

DM 4.54

Om man vill bygga en "pyramid” (egentligen tetraeder) av stenkulor sa brukar versta lagret
besta av en enda kula. Lagret under innehaller tre kulor, lagda i trekant, sa en tvalagers pyramid
innehaller fyra kulor. Figur 3 visar en fyralagers pyramid.

(a) Stéll upp ett uttryck for antalet kulor i en pyramid med n lager.

(b) Visa med hjilp av ditt uttryck att antalet kulor i en pyramid med n lager ir

’I’L2 n3
2%

+ 6

w3

Extra (1)

Visa, t.ex. med induktion, att for allan =1,2,3,...

1~2+2-3—|—-~-—|—n-(n+1):Zn:i(H—l):—n(n+1§(n+2)_

i=1

Egen uppgift

(a) Visa med induktion att pastaendet P(n) géller for alla naturliga tal n, ddr P(n) dr foljande
pastaende:

P(n): Om A C N innehaller nagot k € N sadant att k < n, sa har A ett minsta element.

(b) Forklara varfor det hér visar att alla icketomma delméngder av N har ett minsta element.

Resultatet i (b) kallas ibland for wvilordningsprincipen, eller uttrycks som att de naturliga talen
dr vdlordnade.
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DM 7.7

I en del sammanhang vill man verkligen anvéinda antingen/eller, exklusivt eller (eng. exclusive
or), XOR. Det betecknas ofta med .

(a) Skriv ner sanningsvirdestabellen f6r XOR.
(b) Uttryck XOR med hjilp av de konnektiv vi redan definierat.

(¢) Varfor tror du det dr och/eller som dr standardtolkningen av ordet eller, och inte anting-
en/eller?

DM 7.17

Skriv sanningsvirdstabeller for de tva mojliga tolkningarna av p — ¢ — r och jamfor dem.

DM 5.3

Om man kastar tva tdrningar, berikna chansen for att summan ska bli:
(a) atta
(b) storre &n atta
(¢) mindre &n atta

(Tips: Rita upp alla tinkbara utfall.)

DM 5.7

Vad ar sannolikheten for att summan av tva tdrningar ska bli hogst tre eller minst tio?

DM 5.9

Hirled formeln P(A eller B) = P(A)+ P(B) — P(A och B) for hdndelser som inte dr disjunkta.



DM 5.10

Vad &dr sannolikheten for att ett slumpvis draget spelkort ska vara klover eller kung?

DM 5.13

Héndelserna A, B,C och D &r oberoende, med P(A) = P(B) = 0,5 och P(C) = P(D) = 0,8.
Berikna sannolikheten for féljande héndelser:

(a) A och B.
(b) A och C.

)

)

(c) A,B,C och D.

(d) A men inte D.
)

(e) Varken A, B,C eller D.

DM 5.18

Bevisa att héndelserna A och B #r oberoende precis om P(A | B) = P(A).

Extra (1)

Hur manga positiva delare till talet 2646000 finns det?

Extra (3)

Pa hur manga sétt kan 13 personer placeras pa 13 olika stolar kring ett runt bord, utan att Lisa
och Olle (som &r bland de 13) sitter bredvid varandra?

Extra (4)

I en urna med svarta och vita kulor drar vi forst en kula och sedan en kula till. Sannolikheten
for att forsta kulan &r svart &r 0,615. Sannolikheten for att forsta kulan &r svart och andra kulan
ar vit ar 0,256.

(a) Vad &r sannolikheten att den andra kulan &r vit betingat pa att den forsta var svart?

(b) Antag att sannolikheterna #r avrundade till tre decimalers noggrannhet. Rikna ut hur
manga svarta och vita kulor det var i urnan.
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DM 5.26

En ordning av elementen i en méngd kallas fér en permutation av elementen i méngden. Som
exempel kan vi skriva upp alla permutationer av elementen i méngden {1, 2, 3}:

123, 132, 213, 231, 312, 321.

Det finns alltsa sex stycken permutationer av en méngd med tre element. Rita upp beslut-
stridet som tar fram de sex permutationerna.

DM 5.30

Varfor maste det finnas precis n! bijektioner mellan tva méngder med vardera n element? se

DM 5.32

I en stor ICA-butik vid sextiden star det fullt av folk i k6 i fyra kassor.

(a) Plotsligt 6ppnar en femte kassa. Atta personer rusar dit. I hur manga ordningar kan de
hamna?

(b) Samma situation som ovan, men tva nya kassor ppnar samtidigt. Atta personer rusar dit
och fordelar sig pa fyra personer i ko till varje ny kassa. P4 hur manga sétt kan de hamna?

DM 5.39

I ett datorprogram pa tusen rader ska tjugo viljas ut for kontroll.
(a) Pa hur manga siitt kan detta ske?

(b) Vad dr sannolikheten for att den sista raden inte blir utvald?

DM 5.51

Vi har sex signallflaggor: tre blaa, tva réda och en vit, och ska hissa dem i rad till en signal. Hur
manga olika signaler kan vi astadkomma? Skriv svaret med hjilp av en multinomialkoefficient.



DM 5.52

Hur manga foljder kan man bilda av bokstédverna i ordet ”multinomialkoefficient”?

Extra (3)

(a) Visa med ett kombinatoriskt resonemang att om k,m,n € N giller

> (1)) - (")

Vad far man fér m =1, k > 1?7 (Da r,s € N och s > r later vi (]) = 0.)

(b) Kan du visa det med induktion over n?

Extra (6)

Pa en cirkels periferi ligger n olika punkter Py, Ps, ..., P,. Man drar alla kordorna (”diagonaler-
na”) P;P; mellan punkterna.

1. Hur manga skérningspunkter mellan dessa finns det inne i cirkeln, om det aldrig gar tre
kordor genom samma punkt?

2. Hur manga omraden delas cirkelns inre in i av kordorna? (Talfoljden borjar 1, 2, 4, 8, 16
men lat dig inte luras av det.)
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DM 5.56

I en alla-méter-alla-turnering spelar varje deltagare en match mot varje annan deltagare. Ett
séllskap pa n personer spelar tennis i en sadan turnering. Ingen forlorar alla matcher den deltar
i. Visa att det maste finnas tva personer med samma poing.

DM 5.57

En person har fér vanan att para ihop strumpor i samband med att de plockas ur tviattmaskinen.

(a) Om det finns 20 par strumpor i maskinen, hur manga maste man i vérsta fall ta upp innan
man far tag i tva som hor ihop?

(b) Hur stor #r sannolikheten att man verkligen maste ta upp s manga (om man bara fiskar
helt slumpméssigt i maskinen)?

DM 5.62

Vi har fem matematiker och 20 kakor.
(a) Pa hur manga siitt kan kakorna fordelas 6ver matematikerna?
(b) Samma som ovan, med bivillkoret att vi vet att alla at atminstone tva kakor.

(¢) Samma som (a), men med bivillkoret att det kan intriffa att matematikerna inte orkar alla
kakorna.

DM 5.75abc

Ett vanligt svenskt bilnummer bestar av tre bokstéver mellan A och Z, inklusive W men utan I,
Q och V, foljt av tre siffror.

(a) Hur manga bilnummer kan man konstruera enligt denna specifikation?
(b) T hur manga av dem &r alla symboler olika?

(¢) Hur manga slutar pa jamn siffra?



DM 5.77

Visa likheten

()= () 02+ (2a)

(a) med hjilp av formeln for binomialtal (algebraiskt bevis).

déar n och k dr minst 2

(b) genom att analysera vad uttrycken betyder (kombinatoriskt bevis).

DM 5.80

En binir string av lingd n &r en 61jd av n stycken nollor och/eller ettor.
(a) Hur manga binéra stringar av lingd 8 finns det?
(b) Hur manga av dessa innehaller exakt tva ettor?

(¢) Hur manga innehaller ett jimnt antal ettor?

Extra (1)

Hur manga olika utfall &r mojliga nidr man slar med n st likadana tarningar?

Extra (3)

Givet 12 olika tvasiffriga tal. Visa att minst tva av dem har en skillnad som i basen 10 har formen
aa.
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DM 5.58

Berikna Stirlingtalen S(5, k), for 1 < k <5.

DM 5.65

Finns det nagot sitt att pa en middagsbjudning placera tre par kring ett runt bord sa att alla
bordsgrannar dr av olika kon och ingen sitter bredvid sin partner? I sa fall, pa hur manga sétt
gar det?

DM 5.85

Vi har en regelbunden attahdrning.

(a) Hur manga trianglar, vars hérn ocksa dr horn i attahorningen, finns det? (En av dem &r
markerad i figuren.)

(b) Hur manga av dessa har inte en enda sida som tillhor attahérningen?
(c) Besvara forsta fragan for en regelbunden n-horning.
(d) Besvara andra fragan for en regelbunden n-horning.

(Hér har vi for ovrigt forklaringen till att trigonometri — triangelmétning — &r sa anvindbart.
Alla polygoner kan delas upp i trianglar, sa kan man rikna pa triangelar sa kan man ridkna pa
vilken figur som helst.)

DM 5.88

Hur manga av talen mellan 1 och 100 &r relativt prima till bade 5, 7 och 97



DM 8.55

Lat A och B vara dndliga méngder med |A| = m och |B| = n.
(a
(b
(c
(d

) Hur manga funktioner fran A till B finns det? Motiveral

) Hur manga injektiva funktioner fran A till B finns det? Motiveral

) Hur manga surjektiva funktioner fran A till B finns det? Motiveral

) Vad krivs egentligen for att det ska kunna finnas en bijektiv funktion fran A till B?
Motiveral

(e) Hur manga olika bijektiva funktioner fran A till B finns det? Motiveral

(f) Om en funktion f: A — B ér surjektiv, dr den da injektiv eller inte? Samma fraga for en
injektiv funktion.

(g) Om f: A — A ir surjektiv, dr den da injektiv? Och om den #r injektiv, dr den da surjektiv?

(h) Blir det samma svar pa foregaende fraga om A dr oéndlig?

Extra (1)

Hur méanga omkastningar av A, B, D, G, J, U som varken innehaller DU eller JAG finns det?

Extra (4)

Visa att for Stirlingtal (av andra slaget) géller

S(n,2)=2""1—1 och S(n,nl)(Z).

Extra (6)

En blomsteraffir vill skylta med 15 olika blomkrukor pa fem hyllor i skyltfénstret. Om ingen
hylla far vara tom och ingen hylla far ha fler &n 4 blomkrukor, hur manga olika sétt finns det att
vélja mellan?

Extra (8)

Tre méngder A, B och C har kardinalitet |A| = 27, |B| = 24 och |C] = 21. Vi vet ocksa att

e Antalet element som tillhor exakt en av de tre méngderna &r dubbelt sa stort som antalet
som tillhor exakt tva av méngderna.

e Antalet element som tillhor exakt en av de tre méngderna &r tre ganger sa stort som antalet
som tillhor alla tre méngderna.

Hur manga element finns totalt? Med andra ord, vad &r kardinaliteten hos AU B U C?
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Uppgifter ar inte bestdmda dnnu.



