Losning till DM 3.43
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Figur 1: Multiplikationstabeller for Zg och Z-

I ”"normal” ridkning finns den viktiga rdkneregeln nollfaktorlagen. Den séger att om en produkt
ar noll sa maste nagon av faktorerna vara noll; det gar inte att multiplicera fram noll pa annat
satt. Tittar man i multiplikationstabellerna i Figur 1 ser man att detta inte &r givet i modular
aritmetik.

(a)

(b)

I tabellen for Zg finns ett antal nolldelare, det vill séiga tal andra &n noll som kan vara faktorer
i noll. Forklara varfor det alltid finns nolldelare om man raknar modulo ett sammansatt tal.

I tabellen for Z; finns ddremot bara nollor i nollans rad och kollumn. Foérklara varfor det
inte kan finnas nolldelare da man riknar modulo ett primtal.

Losning

(a)

Antag att n € N &r ett sammansatt tal, sa att n = ab for nagra a,b € N som uppfyller
a,b > 1. Vi hdavdar att a och b ar nolldelare i Z,,.

Eftersom n = ab och a,b > 1, f6ljer det att n > a, och eftersom a # 0 kan darfor inte a vara
delbart med n. Med andra ord innebir detta att a £ 0 (mod n), det vill siiga att a # 0 i
Z,,. Pa samma sétt fas att b # 01 Z,,. Men n &r forstas en multipel av sig sjialv, san =0 i
Zy,. Det innebér att det i Z,, géller att ab = 0, &ven om a # 0 och b # 0, alltsa att a och b
ar nolldelare i Z,,.

Lat p € N vara ett primtal. Vi hdvdar att det inte finns nagra nolldelare i Z,, och kommer
att visa detta med ett motségelsebevis.

Antag darfor att a &r en nolldelare i Z,. Detta betyder att det finns ett heltal b sadant att
ab = 0 géller i Z,, men a # 0 och b # 0 géller i Z,,.
Att ab = 0 i Z,, betyder per definition att ab &r en multipel av p, alltsa att p | ab. Eftersom

p #r ett primtal betyder detta att antingen p | a eller p | b. Men detta skulle betyda att
antingen a = 0 eller b = 0 géller i Z,,, vilket 4r en motségelse.



