SE'1625, seminarium 1

Uppgift A (tentamen 2019-06-07, uppgift 4)

Vi har funktionen

2 nar x = 0.

fla) = {x cos(l/x) nér z #0,

(a) Vad menas med att en funktion &r kontinuerlig i en given punkt?
(b) Visa att lim, o (m2 cos(l/x)) =0.

(¢) Existerar det en kontinuerlig funktion F definierad pa hela tallinjen, som sammanfaller med f nér x # 07

Uppgift B (tentamen 2019-06-07, uppgift 7)

En funktion f : R — R kallas likformigt kontinuerlig om det till varje € > 0 finns § > 0 sadant att for alla x och y
galler att

[z -yl <d=|f(z) - fly)l <e

Visa att funktionen f(z) = 22 inte ir likformigt kontinuerlig.

Uppgift C (tentamen 2019-10-22, uppgift 6(a))

Antag att funktionen f(x) &r kontinuerlig pa intervallet [0,1] och att 0 < f(0) < 1 och 0 < f(1) < 1. Visa att det
finns (minst) en punkt p i intervallet [0, 1] sadan att f(p) = p.

Uppgift D (tentamen 2020-01-07, uppgift 6(a))

Antag att funktionen f(x) dr definierad pa hela reella linjen och att (f(z))? < 2* + 2% for alla 2. Avgdr om f maste
vara kontinuerlig i punkten x = 0.

Uppgift E (tentamen 2021-01-07, uppgift 5(a))

Lat funktionen f vara definierad for alla reella tal z genom

f(@) = {6” v, omz#0,

0, om z = 0.

I vilka punkter ar f kontinuerlig?
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Uppgift A (tentamen 2016-10-25, uppgift 7)
(a) Definiera vad det betyder for en funktion f att vara kontinuerlig i a.
(b) Definiera vad det betyder for en funktion f att vara deriverbar i a.

(¢) Bestém talen a och b sa att funktionen f som ges av

@) = {“” ren

ar+b, T>1

blir bade kontinuerlig och deriverbar i punkten z = 1.

Uppgift B (tentamen 2017-03-17, uppgift 7)

Vi betraktar funktionen f som ges av

z?sinl, 2 #0,
J(@) = {0 z =0.

(a) Visa att f &r deriverbar i origo, och bestam f/(0).

(b) Ar f:s derivata kontinuerlig i origo?

Uppgift C (tentamen 2016-06-10, uppgift 6)

Betrakta kurvan som ges av ekvationen 222 + 4xy + 3y? + 2y = 10.
(a) Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan i punkten (zg,y0) = (-1, 2).

(b) Bestdm med hjilp av tangenten ett ndrmevéirde for y-koordinaten till en punkt pa kurvan vars z-koordinat &r
—0,8.

(c) Kan det finnas mer &n en punkt pa kurvan som har z-koordinat —0,8?

Uppgift D (tentamen 2017-10-24, uppgift 2)

(a) Ge ett exempel pa en funktion definierad pa ett slutet och begrénsat intervall som inte antar ett storsta vérde.

(b) Visa att funktionen

om x # %,
’ 1

Ve omz = 3

ar kontinuerlig i punkten x = %

(¢) Avgor om funktionen f(z) antar ett stérsta och ett minsta virde pa det slutna intervallet [0, 1].

Uppgift E (tentamen 2018-03-12, uppgift 4)

Visa att ekvationen x7 + 32° — % + 2 =0 har en unik 16sning i det &ppna intervallet (0, 1).



Uppgift F (tentamen 2019-01-07, uppgift 6)

Vi har funktionen

0 nar z = 0.

Fla) = {x2 cos(1/x) méar z #0,
Visa att F”/(0) inte existerar.

Uppgift G (tentamen 2020-10-15, uppgift 6)

(a) Antag att f(0) = 0 och att |f(x)] > /|z| for alla z # 0. Visa att funktionen f inte kan vara deriverbar i punkten
z=0.

(b) Antag att funktionen g &r definierad pa hela reella axeln och uppfyller f6ljande villkor: ¢'(0) = &, ¢g(0) # 0 och
g(x +y) = g(x)g(y) for alla x och y. Visa att g(0) = 1 och att ¢'(x) = kg(z) for alla z.
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Uppgift A (tentamen 2017-01-09, uppgift 8)

Funktionen f ges av
Fl) = g g et
= —— + —arctanz.
VT2 75 v

Bestam det storsta 6ppna intervallet som innehaller punkten x = 1, dar f &r inverterbar.

Uppgift B (tentamen 2016-03-22, uppgift 6)

Ett féoremal med massan m faller genom jordatmosfaren mot jordens yta. Om vi antar att luftmotstandet ar direkt
proportionellt mot farten v fas enligt Newtons andra lag differenialekvationen

mv' (t) = —kv(t) + myg
dér k ar en positiv konstant och g tyngdaccelerationen.

(a) Bestam farten v vid en godtycklig tidpunkt ¢, om féremalet slapps fran vila vid tidpunkten ¢ = 0.

(b) Visa att farten enligt modellen inte kan 6ka obegrdnsat utan kommer att nérma sig ett visst véirde efter lang
tid. Bestam detta varde.

Uppgift C (tentamen 2017-01-09, uppgift 4)

Positionen y(t) av en viss partikel i ett kraftfalt vid tiden ¢ uppfyller differentialekvationen
y"(t) + ay'(t) + by(t) = 0.
(a) Om man vet att y(t) = 3e73" + 6e*, vilka viirden har d& a och b?

(b) Los differentialekvationen néar a = —5 och b = 6 med initialvillkoren y(0) = 1 och 3/(0) = 4.

Uppgift D (tentamen 2017-03-17, uppgift 4)

Newtons avsvalningslag séger att ett varmt objekt svalnar i en takt som &ar proportionell mot temperaturskillnaden
mot omgivningen. Lat y(t) vara temperaturen i ett vattenkarl, vid tiden ¢ minuter. Néar vattnet kokar stélls kérlet
utomhus i —20°. Temperaturen y(¢) uppfyller differentialekvationen pa formen y'(t) = k(y(t) 4+ 20). Vi vet ocksa att
temperaturen ar 40° efter 10 minuter.

(a) Los differentialekvationen (Ledning: Substituera u(t) = y(t) + 20).

(b) Nér &r temperaturen 25°7



Uppgift E (extra utmanande! uppgift om Lipschitzkontinuitet och regu-
laritet, global entydighet och existens av losningar till autonoma differ-
entialekvationer)

Lat I C R vara? ett intervall. En funktion f : I — R siigs vara glatt om den i varje punkt kan deriveras hur manga
ganger som helst. Vi séger att f ar Lipschitzkontinuerlig om det finns en konstant K sadan att |f(z)— f(y)| < K|z —y|
for alla z,y € I.

(a) Ar alla glatta funktioner f : I — R Lipschitzkontinuerliga? Ar alla Lipschitzkontinuerliga funktioner f: I — R
glatta? Blir svaren annorlunda om vi antar att I ar ett slutet och begrénsat intervall? Bevisa eller ge motexempel
for varje pastaende.

(b) Regularitet: Antag att f : R — R ar glatt, och antag att y : I — R &r en funktion definierad pa ett oppet
intervall I C R, som uppfyller y(z) = yo, for nagot x¢ € I och nagot yo € R, och y'(x) = f(y(z)) for alla x € I.
Visa att y ar glatt.

Foljande sats kan vara anvandbar for att 16sa de aterstaende uppgifterna:

Sats 1. Antag att xg,yo € R, och att f : R — R dr en Lipschitzkontinuerlig funktion. Da finns ett € > 0 och en
funktion y : (xo — €,z + €) = R som uppfyller y(xo) = yo och y'(z) = f(y(z)) for alla x € (xg — €, 9 +€), och som dr
den unika funktionen som uppfyller dessa villkor. Med andra ord, om § : (xg — €,20 + €) — R dr en annan funktion
som uppfyller §(xo) = yo och §'(x) = f(g(x)) for alla x € (xg — €, 20 + €), sa dry = 7.

Satsen ar ett specialfall av Picard—Lindeldfs sats, och ni far anvinda satsen utan® bevis.

(c) Global entydighet: Antag att f och y uppfyller villkoren i deluppgift (b), men antag ocksa att f &r Lipschitzkon-
tinuerlig. Visa att y &r den unika funktionen pa intervallet I som uppfyller dessa villkor. Med andra ord, visa
att om ¢ : I — R &r en annan funktion som uppfyller g(xg) = yo och §'(x) = f(y(x)) for alla x € I, s& ar y = §.

(d) Global existens: Antag att f : R — R ar glatt, Lipschitzkontinuerlig och begrinsad, och att zg,yo € R. Visa
att det existerar en funktion y : R — R, definierad pa hela R, sidan att y(zo) = yo och ¢/'(z) = f(y(z)) for alla
z eR.

(e) Visa att resultatet fran deluppgift (d) géller dven utan antagandet om att f &r Lipschitzkontinuerlig.

(f) Visa att resultatet fran deluppgift (d) géller &ven utan antagandet om att f &r begrénsad (men fortfarande med
antagandet om att f &r Lipschitzkontinuerlig).

(g) Visa att resultatet fran deluppgift (d) inte géller om bada dessa antaganden tas bort. Med andra ord, ge ett
exempel pa en glatt funktion f: R — R (som enligt deluppgift (e) och (f) varken kan vara Lipschitzkontinuerlig
eller begransad), tillsammans med konstanter xg,yo € R, sadana att det inte existerar nagon funktion y : R — R
som uppfyller y(z¢) = yo och ¢/ (x) = f(y(z)) for alla z € R.

1Den hir uppgiften #r egentligen bara avsedd for nagra studenter som tyckte att seminarieuppgifterna var vildigt latta. Uppgiften &r
betyligt svarare an uppgifter som skulle kunna komma pa tentor i alla de matematikkurser som ingar i ert program. Den gar daremot att
16sa med enbart teorin ni hittills har lart er i SF1625.

2Notera att I #ven kan vara hela R, eller vara obegrénsat i en riktning.

3Beviset kriver verktyg ni inte kommer ldra er i denna kurs, sdsom teori for metriska rum, speciellt Banachs fizpunktsats (for bakgrund
till detta, se exempelvis boken Principles of Mathematical Analysis av Walter Rudin, som anvinds i kursen SF1677 Analysens grunder).
Det kraver dven viss teori om integraler, som ni inte har gatt igenom i kursen &nnu.
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Uppgift A (tentamen 2016-03-22, uppgift 4)

Vi ska Taylorutveckla funktionen f(z) = In(1 + z).
(a) Bestdm Taylorpolynomet av grad 4 kring punkten x = 0 till funktionen f.
(b) Anvind polynomet i uppgift (a) for att berdkna ett ndrmevérde till In 2.

(¢) Avgor om felet i ditt ndrmevéarde dr mindre &n 0,25.

Uppgift B (tentamen 2016-06-10, uppgift 4)

Antag att funktionen f &r tre ganger deriverbar pa hela reella axeln. Antag vidare att f(1) = 2, f'(1) = —3 och
|f"(x)] <5 for alla x.

(a) Bestdm ett ndrmevérde till f(1,1) med hjalp av linjar approximation (Taylorpolynom av grad 1).

(b) Bestdm sa noggrant som mojligt en grans for felet i ditt ndrmevéarde.

Uppgift C (tentamen 2017-01-09, uppgift 5)
Lat f(x) = arctan(z?).

(a) Bestim Taylorpolynomet av grad 1 till f(z) omkring = = 1.

(b) Visa att |% + 15 — f(1,1)] < 1/50.

Uppgift D (tentamen 2017-03-17, uppgift 6)

Linjar approximation av funktionen f(z) = 2'/3 omkring punkten a = 8 ger feltermen E(x). For varje x finns ett tal
s = s(x) sadant att E(x) = fT(s)(x —8)2, dir 8 < s < .

(a) Visa att |E(z)| < %32 pa intervallet 8 < x < 9.
(b) Visa att [97/3 — 22| < L.
Uppgift E (tentamen 2019-01-07, uppgift 5)

Avgér om |In(3) — 2| &r storre eller mindre én 0,05.

Uppgift F (tentamen 2020-06-03, uppgift 5)
Visa att N
1n<<1i—i>h>>l for alla 0 < z < 1.

Uppgift G (tentamen 2017-01-09, uppgift 6)

Ellipsen E med halvaxlarna a > 0 och b > 0 ges av ekvationen 22 /a? + y?/b? = 1. Bestim den storsta mojliga area en
rektangel kan ha om den har sina horn pa ellipsen E, och dar rektangelns sidor &r parallella med halvaxlarna.



Uppgift H (tentamen 2019-01-07, uppgift 3)

Funktionen f ges av
f(z) =22 — 32% — 122 + 14.

For vilka reella varden y har ekvationen f(x) =y precis tva olika 16sningar?

Uppgift I (tentamen 2021-06-11, uppgift 5)

Funktionen f ar en oandligt deriverbar funktion, definierad i nagon 6ppen omgivning I till x = e, och bestdmd av

villkoren
1) — a(f(@)* =0
fle)=1

Bestdm andra ordningens Taylorpolynom till f kring punkten z = e.

Uppgift J (extra utmanande uppgift om reellt analytiska funktioner, hela
funktioner, och analytisk fortsattning)

En del uppgifter i denna modul gar ut pa att approximera en funktion f(x) i nérheten av en punkt a med ett
Taylorpolynom, och manga av dessa uppgifter kraver att felet ska vara mindre &n e, dar ¢ > 0 &r ett specifikt tal,
givet i uppgiften. For att 16sa dessa uppgifter ar en allmén metod att prova med ett Taylorpolynom av grad 1 och
underscka om felet blir mindre &n e. Om det inte blir det, 6kar man successivt graden pa Taylorpolynomet och provar
igen, tills felet blir mindre &n e.

En intressant fraga dr huruvida denna metod (i teorin) alltid fungerar, oavsett hur litet € > 0 &r. Ett potentiellt
problem ar forstas om f inte kan deriveras hur manga ganger som helst (och dérmed inte har Taylorpolynom av
godtyckligt hog grad), och darfor dr det rimligt att anta att f &r glatt (som definierades i den forra utmanande
uppgiften). Ett annat potentiellt problem &r om z inte ar tillriickligt néra a f6r att approximationen ska bli bra, och
darfor ar det rimligt att begréinsa sig till att bara betrakta punkter z inom nagot avstand R > 0 fran a. I denna
uppgift kommer vi bland annat underséka huruvida det finns nagra hinder utéver dessa.

Lat f : I — R vara en glatt funktion definierad pa ett 6ppet intervall I. Vi séger att f ar analytisk i a om
proceduren beskriven ovan alltid fungerar, for x nira a. Mer exakt menar vi att f sdgs vara analytisk i ¢ om det finns
nagot intervall (a — R,a + R) C I (dir R > 0) sadant att det for varje € > 0 finns! ett n sddant att

|f(z) — pn(z)| < € for alla z € (a — R,a + R).

Med p,, menas har Taylorpolynomet av grad n for f kring a, det vill sdga

n () (g
@) =3 LB gy

k!
k=0

(a) Visa att f(z) = e” &ar analytisk i 0.
(b) Visa att funktionen

fm:&”fx>a

0, z <0,
inte ar analytisk i 0, men &ar analytisk i alla andra punkter.

Vi séger att f ar analytisk (utan att specificera nagon punkt) om f ar analytisk i alla punkter i sin definitionsméangd.
Om [ och J &r 6ppna intervall som uppfyller I C J, och om f: I — R och g : J — R &r tva analytiska funktioner
som uppfyller att f(z) = g(z) for alla © € I, sigs g vara en analytisk fortsattning av f.

(c) Antag att g; och go bada &r analytiska fortsattningar till f, dir g; och gy dr definierade pa J och f &r definierad
pa I C J. Visa att g1 = go. Detta resultat beskrivs ofta som att analytiska fortsdttningar dr entydiga.

(d) Forklara varfor detta ger ett alternativt bevis av att funktionen fran (b) inte dr analytisk i 0.

I definitionen av analyticitet nimndes att det behévde finnas nagot R > 0 sadant att resten av pastaendet géller. Det
behover inte betyda att det funkar for vilket R > 0 som helst. I de fallen dar f &r analytisk och har definitionsméngd
R, och dér vilket val av R > 0 som helst fungerar (for alla a € R) kallas f for en hel funktion. En hel funktion &r
alltsa en funktion som kan approximeras val med Taylorpolynom runt en viss punkt, &ven nir man befinner sig langt
fran den punkten, sa ldnge man véljer ett Taylorpolynom med tillrickligt hog grad.

(e) Visa att f(z) =sinz &r hel.

(f) Visa att f(x) ar analytisk, men inte hel.

T 1ta?

INotera att m i regel beror pa e, och behéver goras stérre om e gors mindre.
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Uppgift A (tentamen 2016-10-25, uppgift 8)

Lat funktionen f vara definierad genom

cos?t, 0<t<1
t) = ==
1) {t2—|—1 t>1

/O F(t) dt.

Uppgift B (tentamen 2017-01-09, uppgift 7)

Berékna for varje tal > 0 integralen

Lat f vara en funktion pa ett interval I = [a,b]. Antag att f ar kontinuerlig, vixande samt positiv pa intervallet I. For
varje z i I, lat A(x) vara arean mellan funktionsgrafen och x-axeln till f pa intervallet [a, z|. Visa fundamentalsatsen
som séger att funktionen A ar deriverbar och att A'(xz) = f(x).

Uppgift C (tentamen 2016-01-11, uppgift 4)

/ .
0 2+8$2

For full poéng krivs att integralen berdknas exakt, men delpoéng kan ges fér en approximativ berdkning. Svaret
ska forenklas sa langt som mojligt.

Berédkna integralen

Uppgift D (tentamen 2016-06-10, uppgift 5)

Berédkna integralen

V3
/ arctan x dx
0

For full poéng kravs att integralen berdknas exakt, men delpodng kan ges for en approximativ berikning. Svaret ska
férenklas sa langt som mojligt.

Uppgift E (tentamen 2018-10-23, uppgift 6)

Antag att funktionen ¢ : R — R &r tva ganger deriverbar och att ¢”(x) ar kontinuerligt overallt. Visa att om
@"(z) > 22 for alla x, och om ¢(0) = —1, sa finns ett tal ¢ > 0 sddant att ¢(c) = 0.

Uppgift F (tentamen 2019-06-07, uppgift 5)

Vi har funktionen -
-1
)= —=dt,
9(x) /0 T
definierad for alla x > 0.
(a) Bestdm talet x dar funktionen g uppnar sitt storsta vérde.

(b) Avgdr om gransvéirdet lim,_, o, g(x) existerar.



Uppgift G (tentamen 2020-03-09, uppgift 5)

Lat n > 1 vara ett heltal, och lat P, vara partitionen av intervallet [2,3] i n stycken delintervall, alla av langd 1/n.
Lat L(P,) vara Riemann-undersumman (lower sum) av funktionen f(z) = 3z pa intervallet [2,3] med avseende pa
den givena partitionen P,.

(a) Bestdm en formel, bara beroende pa talet n, for L(P,).

(b) Bestdm gransvéardet lim,,—, o L(P,).

Uppgift H (extra utmanande uppgift om kompakt stéd, mollifikatorer
och svagt harmoniska funktioner)

En funktion f: R — R ségs ha kompakt stod om det finns nagot intervall [a, b] sadant att f(z) = 0 for alla 2 utanfor
intervallet (detta kallas ocksa for att f ar en kompakt stodd funktion). Om f &r en kontinuerlig funktion med kompakt
stod ar det meningsfullt att prata om integralen

o0
|t 1)
— 00
genom att definiera den som integralen av f Gver nagot sadant intervall! [a,b]. Alternativt kan man tolka integralen

i (1) som en generaliserad integral, vilket ger samma resultat.

(a) Visa att det existerar en glatt och kompakt stodd funktion ¢ : R — R sadan att ¢(z) > 0 for alla z, som ocksa
uppfyller

/ o(x)dx = 1.
En sadan funktion kallas for en mollifikator.

(b) Antag att ¢ ar en mollifikator och att f : R — R &r kontinuerlig. Visa att det for alla a € R géller

lim (t/: F@)o(t(@ — a))dw) — f(a).

t—o0

(¢) Antag att f: R — R ar glatt, och att det for alla glatta, kompakt stodda funktioner g giller

/ O:O F(2)g" (&) dz = 0.

Visa att f &r ett forstagradspolynom.

(d) Visa att resultatet fran deluppgift (c) giller iven om antagandet att f #r glatt tas bort, och man istillet bara?
antar att f ar kontinuerlig.

1Denna integrals virde &r oberoende av vilket sadant intervall man valjer.
2Inom den hégre matematiken uttrycks dessa antaganden ofta som att f &r svagt harmonisk, eller att f ar en svag lésning pd Laplaces
ekvation. Det resultat som ska visas i uppgiften ar ett specialfall av vad som brukar kallas for elliptisk reqularitet.
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Uppgift A (tentamen 2017-03-17, uppgift 8)

! 1

1

1

ﬁdac = {—} = —2” 4r galet. Forklara
1

Resonemanget: "D& —1/z dr en primitiv funktion till 1/2? har vi att /
z|_

-1
vad som ar fel i resonemanget, och bestdm sedan korrekt viardet av integralen ovan.

Uppgift B (tentamen 2018-01-08, uppgift 5)

Avgdr om integralen

° 1
—d
/2 Vs —1 v

ar konvergent eller divergent.

Uppgift C (tentamen 2016-06-10, uppgift 9)

2

Kurvorna y = 22/3 och y = 23/ begriinsar ett omrade i férsta kvadranten. Berikna lingden av omradets begransningskurva.

Uppgift D (tentamen 2016-10-25, uppgift 6)

Vi betraktar funktionen

definerad pa intervallet —1 < x < 1.
(a) Skriv upp integralen som ger lingden av funktionsgrafen y = f(x).

(b) Berdkna lingden av denna kurva.

Uppgift E (tentamen 2017-03-17, uppgift 9)

Kardioidkurvan parametreras genom

1oar o 1o
{a:(t) = 5 cost + 7 cos 2t, te[0,21].

y(t) = isint+ Lsin2t,
(a) Bestdm langden av kurvan.

(b) Bestdm minsta avstandet fran kurvan till origo.

Uppgift F (tentamen 2019-01-07, uppgift 7)

cost sint
r(t) = TR

Kurvan C parametreras av

dar

Visa att kurvan C' har éndlig lingd.



Uppgift G (extra utmanande uppgift om omloppstal och ganghomotopi)

Antag att vi har en kurva C som beskrivs av tva glatta funktioner z,y : [0,1] — R, dér kurvans punkter beskrivs av
(z(t),y(t)), for 0 < ¢ < 1. Antag vidare att kurvan C inte passerar genom origo (det vill sdga att x(t) = y(t) = 0 inte
géller for nagot ¢). Vi definierar omloppstalet f6r C enligt

1 [fay' () - 2 ()y(t)
omlopp(C) = %/0 T T y(0)? dt.

(a) Visa att det finns en glatt funktion r : [0,1] — (0,00) och en glatt funktion 6 : [0,1] — R sadana att x(t) =
r(t) cos(0(t)) och y(t) = r(t)sin(6(t)) for alla ¢ € [0,1].

(b) Under antagandet att kurvan C &ar sluten, det vill sdga att z(0) = (1) och y(0) = y(1), visa att omlopp(C)
alltid &r ett heltal.

Antag att det {or varje ¢t € [0, 1] existerar en kurva C; som inte passerar genom origo, beskriven av tva glatta funktioner
2,y ¢ [0,1] — R, och antag att det for varje t € [0,1] galler att x¢(0) = 24(0) = z(1) och yo(0) = y:(0) = y(1).
Antag vidare att det for alla val av glatta funktioner u,v : [0,1] — [0,1] géller att funktionerna f(t) = @) (v(t))
och g(t) = yu@)(v(t)) dr glatta. I detta fall sdgs Cy vara ganghomotop till Cy och vice versa; Cy och C ségs vara
ganghomotopa (till varandra).

(c) Visa att om tva glatta slutna kurvor som har samma start-/slutpunkt som varandra har samma omloppstal, sa
ar de tva kurvorna ganghomotopa.

(d) Visa att om tva sadana kurvor har olika omloppstal, sa kan de inte vara ganghomotopa.



