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Repetition

LASANVISNINGAR

Nedan foljer kortfattade ldsanvisningar for repetition. Kursboken ér Calcu-
lus av Robert A. Adams och Christopher Essex, 9th eller 10th ed.

Hénvisningarna nedan dr samma for biagge upplagorna.

Kapitel P1 - P7 innehiller NODVANDIGA FORKUNSKAPER for resten
av kursen.

Kapitel P1. Allt d&r mycket viktigt. Observera sérskilt hur man Iser olikhe-
ter med faktorisering och teckenstudie.

Kapitel P2. Allt dr mycket viktigt. Man maste kunna linjens ekvation pa
enpunktsform “point-slope equation”. Observera att riktningskoefficienten
for en linje betecknas m 1 boken.

Kapitel P3. Allt dr viktigt. Observera sirskilt avsnittet “Shifting a Graph”
och Exempel 11. (Kvadratkomplettering ska man kunna sedan tidigare. Kom-
mer man inte ihag sd maste man repetera.) Brannpunkt och styrlinje for
parabler dr mindre viktigt.

Kapitel P4. Allt utom avsnittet “Defining and graphing functions with Map-
le” ar mycket viktigt. Man ska forsta funktionsgraferna pa s. 27.

Kapitel P5. Allt 4r mycket viktigt.

Kapitel P6. Allt ar mycket viktigt. Algoritmen for polynomdivision skrivs
annorlunda i boken &n i svenskt gymnasium (liggande stolen). Bada sitt
att skriva dr ok. I boken anvinds en mer generell 16sningsformel for an-
dragradsekvationer @n pg-formeln.
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Kapitel P7. Hela avsnittet mycket viktigt, forutom cotangent, secant och
cosecant. Man maste kunna formler for sin(s+t) och cos(s+t). Man maste
kunna anvinda enhetscirkeln, kunna sinus och cosinus av standardvinkar,
samt kunna l6sa trigonometriska ekvationer.
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Modul 1: Gransviarde och kontinuitet

De tre huvudbegreppen i denna modul &dr funktion, grinsvirde och kon-
tinuitet. Ligg noga mirke till vad de betyder, dvs hur de definieras. Till
funktionsbegreppet finns en rad andra termer och begrepp som man maste
behirska. De viktigaste dr definitionsmdngd, virdemdngd, funktionsgraf,
tangent och normal till funktionsgraf, begrdnsad funktion, udda respektiv
jdamn funktion, styckvis definierad funktion, sammansdttning av funktioner,
absolutbeloppsfunktionen. Dessa begrepp ska man bade kunna definiera
matematiskt och anvénda i problemldsning.

Nir det giller gransvirde sa dr det viktigt att forsta att gransviardesdefinitionen
ar till for att pa ett precist sitt formulera begreppet grinsviarde. Man anvinder
séllan sjdlva definitionen for att berdkna griansviarden — till detta har man
andra metoder.

Nir det giller kontinuitet sa dr det viktigt att komma fram till insikten
att det finns en stor klass av funktioner, kallade elementiara funktioner,
som dr kontinuerliga i alla punkter i sina definitionsmingder. Det betyder
att for dessa funktioner far man gransvirdet i en punkt genom att rikna ut
funktionsvérdet i punkten. Det &r bara i punkter dérr dessa funktioner inte
ar definierade som griansvirdet dr ett problem som maste undersokas. De
elementira funktionerna &ar polynom, rationella funktioner, potensfunktio-
ner, exponentialfunktioner, logaritmfunktioner, trigonometriska funktioner,
inversa trigonometriska funktioner — och alla kombinationer av dessa med
hjdlp av de fyra riknesdtten och sammansdttning.

For kontinuerliga funktioner definierade pa slutna och begrinsade in-
tervall finns ett par viktiga satser. Dessa satser sdger att sadana funktioner
alltid antar ett storsta och ett minsta virde, och att om de antar tva virden
sa tar de ocksa alla védrden dédremellan.

LASANVISNINGAR

Kapitel 1.1 &dr en introduktion till gransvirdesbegreppet - 1ds detta dversiktligt.
Exemplet ”Area of a Circle” kréaver lite mer eftertanke - atervind till det nér
du har tid.
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Kapitel 1.2. Sidorna 64 - 65 ir motiverande inledande exempel. Resten av
kapitlet, sid 66 - 71, behdver du ldsa och ldra dig.

Kapitel 1.3. Lds och ldr sidorna 73 - 77 (fram till "Using Maple ...”). Av-
snittet om Maple-kommandon ingar inte i kursen, 14s om du &r intresserad.

Kapitel 1.4. Lds noga i sin helhet. Observera hur intervallhalvering kan
anvindas for att hitta approximativa Iosningar till ekvationer med godtyck-
lig noggrannhet.

Kapitel 1.5. I detta kapitel ges de formella definitionerna av gransvirdesbegreppet.
Lids som en orientering till att borja med, fordjupa dig 1 detta forst nédr du ar
klar med resten av modulen.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 1

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjélv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som ir oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvinda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret diar. Om inte, fraga en kamrat eller ldraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det dr
du som ska arbeta pa workshopen!

Uppgift 1. Denna uppgift handlar om linjer.

(a) Ange en ekvation for linjen genom (5, —1) som har riktningskoeffi-
cient —2.

(b) Ange en ekvation for linjen som gar genom punkterna (1, —3) och
(—2,5).

(c) Avgor om linjerna definierade av ekvationerna 8z + 16y + 5 = 0
och x = —2y + 33 dr parallella.

(d) Avgor om linjerna definireade av ekvationerna 8x + 9y + 5 = 0 och
9z — 8y + 15 = 0 &r vinkelrita.

(e) Vad sdger enpunktsformeln (point-slope equation) for linjens ekva-

tion?

Uppgift 2. Los nedanstaende ekvationer.

: 1
(a) sin2x = —

(b) |2z + 1| = 2.
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Uppgift 3. Skissa grafen till funktionen f(x) = x* — 4z + 5.

Uppgift 4. Berikna nedanstaende griansvirden.

@ liy
® iy 5
© xl—i>r512 ;2_—24
@ Jim 55
Uppgift 5. Berikna grinsvirdet lim 3:70;22
z—2 x5 4+ 1% — 6z

Uppgift 6. Berikna nedanstaende griansvirden.

. r—sinx
(a) im ———
x—0

r—sinx

(b) limy o0

Uppgift 7. Bestim definitionsmingden till nedanstdende funktioner. Ar de
kontinuerliga? Ar de udda eller jimna? Ar de begrinsade?

(@ f(x) =V7—2a?

1

(b) f(z) = sin L
© f(z)=tanz, 0<z<m7/2

T
(@) flo) = 22 — 11z + 30

. o Sr — 1
Uppgift 8. Lat f(x) = oy

(a) Bestdm definitionsmingden till f.

3
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(b) I vilka punkter dr f kontinuerlig?
(c) Avgor om f dr udda eller jamn.

(d) Ar f begrinsad?

1
Uppgift 9. Lat g(t) = /1 — ——.
ppgi it g(t) ]

(a) Bestdm definitionsméngden till g.
(b) I vilka punkter dr g kontinuerlig?
(c) Avgor om g édr udda eller jimn.

(d) Ar g begrinsad?

Uppgift 10. Lat h(z) = |z| — |z + 1|.

(a) Bestdm definitionsméngden till &. I vilka punkter dr i kontinuer-
lig?

(b) Skriv h som en styckvis definierad funktion, utan absolutbelopps-
tecken.

(c) Skissa grafen y = h(x) och ange viardeméngden till h.

(d) Ar h begrinsad?

Uppgift 11. Betrakta funktionen s given av

2+ 1, x <0
s(x) =< x+2, 0<zr<2
2?2, x> 2

(a) Vad ér definitionsméngden till funktionen s?
(b) I vilka punkter &r s kontinuerlig?
(c) Gor en skiss av funktionskurvan y = s(z).

Uppgift 12. Enhetscirkeln bestar av alla punkter (x,y) i planet sddana att
2?2+ = 1.
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(a) Ar enhetscirkeln funktionsgrafen y = f(z) till nigon funktion f?
Om ja, vilken? Om nej, varfor inte?

(b) Ar 6vre halvan av enhetscirkeln (dvs den del dir y > 0) funktions-
grafen y = f(x) till ndgon funktion f? Om ja, vilken? Om nej,
varfor inte?

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 2

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjélv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som ir oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvinda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dir. Om inte, fraga en kamrat eller ldraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!

Uppgift 13. Lat f(z) = £2=2244

||
(a) Bestdm lim,_,o, f(z) och lim, ,o_ f(x)
(b) Ar f kontinuerlig, diskontinuerlig, eller varken eller, i punkten z =

0?

Uppgift 14. Finns det nagot virde pa konstanten a sa att funktionen

=1 omzx < 3
r—2
f(z) =< a, omz =3
z2-9
P iar3s omz > 3

ar kontinuerlig i alla punkter?

Uppgift 15. Berikna foljande gransvirden.

: 23+ sinz
(a) hmx—)oo 1+3$3

V2zr2—z+1

(b) Timn, o Y25

(©) limg oo (Va2 + 2 — Va2 +1) .

5
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Uppgift 16. Visa med hjélp av satsen om mellanliggande virden att ekva-
tionen

220 —-1=0

har minst tva olika l6sningar i intervallet —1 < = < 2.

Uppgift 17. Avgor i vilka punkter funktionen f som ges av

sin 2t
, t#0
f =4 7
2, t=20

ar kontinuerlig.

Uppgift 18. Forklara hur du kan veta att

sind7z — cos® x
)= 23 4+ 20+ 1

maste anta ett storsta och ett minsta virde i intervallet 0 < x < 3.

Uppgift 19. I denna uppgift ska man ge exempel:

(a) Ge exempel pa en kontinuerlig funktion som saknar storsta vérde pa
intervallet 0 < z < 1.

(b) Ge exempel pa en funktion som &r kontinuerlig pa intervallet 0 <
x < 1 och som inte dr begrinsad.

HEMUPPGIFTER
Uppgift 20. For vilka = giller olikheten |x — 2| < 3 ?

Uppgift 21. Los nedanstaende ekvationer.
(@ |2z —3|=5
(b) |2z + 1| = |z]

Uppgift 22. Los nedanstaende ekvationer.

1
20 = —.
(a) cos2x 5
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(b) tan 3z = 1.

Uppgift 23. Ange alla nollstillen till
(a) sinx
(b) tanx

(c) cosx.

Uppgift 24. Skriv med hjilp av enpunktsformeln upp en ekvation for linjen
genom punkten (7, —1) med riktningskoefficient —5.

Uppgift 25. Ange en ekvation for den rita linje genom punkten (1,2) som
ar normal (vinkelrdt) mot linjen i foregdende uppgift.

Uppgift 26. Berdkna nedanstaende gransvérden.

(b) lim, _,, 2

: x2—4x+4
(C) hmm—)oo (w+2)?

_9
() lim —

r—1 2 —

Uppgift 27. Avgor i vilka punkter funktionen f #r kontinuerlig. Ar f en
kontinuerlig funktion? Svara pa dessa fragor for nedanstaende funktioner

f.

@ £ ==
sint

o =4 0 Y
1, omt =
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sint

©fy=4 0 oAl
2, omt=0
t+1

D fO) =555

Uppgift 28. Visa att 2° + 22* — 2 = 1 har minst en 16sning i intervallet
-1 <z <0.

Uppgift 29. Forklara hur du kan veta att
sin® x — tanx

o) = o m+t

maste anta ett storsta och ett minsta viarde nir x varierar i intervallet 0 <
x < 1. Blir det likadant pa intervallet 0 < x < 1? Eller pa intervallet
0<ax<2?

Uppgift 30. Ge exempel pa en funktion med definitionsméngd [1, 2] som
inte dr kontinuerlig.

Uppgift 31. Ge exempel pa en kontinuerlig funktion med definitionsmingd
(1,2) som inte har nagot storsta virde.

Uppgift 32. Ge exempel pa en kontinuerlig funktion med definitionsméngd
(1,2) som har ett storsta virde.

Uppgift 33. Ge exempel pa en funktion som inte dr kontinuerlig men som
anda antar ett storsta och ett minsta virde.

Uppgift 34. I vilka punkter dr funktionen f kontinuerlig?

fx) =

2z + 1, omzx < 3
r+4, omz >3

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Om uppgifterna
ovan dr for svara kan det vara lampligt att forst 10sa nagra av de enklare

8
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uppgifterna fran kursboken. Men man behdver nog inte 16sa alla de rekom-
menderade uppgifterna ur boken.

Kapitel P1: 7, 11, 19, 29, 39. Kapitel P2: 13, 15, 17, 23. Kapitel P3: 3, 7,
43, 49. Kapitel P4: 1, 3, 7, 11, 31, 33, 53. Kapitel P5: 9, 25. Kapitel P6: 1,
7, 17. Kapitel P7: 1, 3,7, 19, 25, 26, 51. Kapitel 1.2: uppg 9, 13, 21, 25, 30,
49, 50, 78, 79. Kapitel 1.3: uppg 3, 6, 11, 13, 53. Kapitel 1.4: uppg 7, 8, 12,
15, 17, 20, 21, 29. Kapitel 1.5: uppg 13, 29.

SVARARE UPPGIFTER

Uppgift 35. Antag att lim,_,, g(x) = L. Géller det att lim,_,, f(g(z)) =
f(L) for alla funktioner f, eller bara for vissa? Forklara varfor eller ge
motexempel.

Uppgift 36. Visa att kurvorna y = 2® — 22+ 2x+3 ochy = ot + 23— 2244
skidr varandra i minst en punkt.

Uppgift 37. Antag att lim, ., f(z) = L och lim,_,, g(x) = M. Visa att
lim, . f(z)g(x) = LM med hjilp av definitionen av grinsvirde.

TENTAMENSPROBLEM

Tentamensproblemen &r av varierande svarighetsgrad. Generellt betyder hogre
nummer pa uppgiften svarare problem. De &r avsedda att ge en uppfattning
om vilken typ av uppgifter som kan forekomma pa tentamen. Du hittar tidi-
gare tentamen och I6sninar till dem pa Canvas.

2019-06-07: 4,7
2019-10-22: 6(a)
2020-01-07: 6(a)
2021-01-07: 5(a)



SF1625 Laséret 2025-2026

FACIT OCH LOSNINGSTIPS
1.(a) y + 1 = —2(z — 5). Kan ocksa skrivas y = —2x + 9.

) y=—Fo -3

(c) Ja (ty de har samma riktningskoefficient).

(d) Ja (ty ko = —1/ky, dér k och ky dr riktningskoefficienterna).
(e) Las i boken eller i er gymnasiebok.

2.(a) x = —m/8 + nm, dir n dr ett godtyckligt heltal, eller x = 57/8 + nm, dir n ir ett
godtyckligt heltal.

(b) Losningarna dr 2 = 1/2 och z = —3/2.

3. Funktionen kan skrivas som f(x) = (x — 2)% + 1. Grafen ir alltsé lika dan som y = 22,

men flyttad tva steg at hoger och en steg uppat.
4.(a) 1/3
(b) 1/4
(c) Grinsvirde saknas (det dr INTE o00).
o
5.1/10
6.(a) 0
(b) 1
7.(a) Dy = [—\ﬁ, \ﬁ] f dr kontinuerlig, jamn, begrinsad.
(b) Definitionsméngden &r alla = # 0. f &r kontinuerlig, udda, begrinsad.

(c) Definitionsméngden dr [0,7/2). f dr kontinerlig, inte begrinsad, varken udda eller
jamn.

(d) Definitionsmingden ir alla « utom 5 och 6. f &r kontinuerlig, inte begrinsad, varken
udda eller jamn.

8.(a) Allax # 7 + n7F,n godtyckligt heltal. Tips: problemet dr nér ndmnaren &r noll.
(b) Allax # T + ng, n godtyckligt heltal.
(c) Funktionen f dr varken udda eller jamn. Tips: undersok t.ex. f(7/4) och f(—m/4).

(d) Nej.

10
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(a) Alla tal som &r storre dn eller lika med O och alla tal mindre @n —1. Tips: undvik
negativt under rottecknet och undvik division med noll.

(b) Samma svar som i (a).

(c) Varken udda eller jimn.

(d) Nej.

(a) Definitionsméngden ér alla reella tal «. Funktionen &r kontinuerlig 6verallt.

(b) For x > 0 ér h(z) = —1. Fér  mellan —1 och 0 dr h(x) = —2x — 1. Forx < —1 ér
h(z)=1.

(c) Det r litt att rita grafen med hjélp av informationen i (b). Virdemingden bestar av
alla tal y sadana att —1 < y < 1.

(d) Ja, |h(z)| < 1 foralla x.

(a) Alla x.

(b) = # 0.

(c) Se sidorna 36 och 37 i boken for exempel pa denna typ av funktion.
(a) Nej.

(b) Ja, f(z) = V1 — a2

(a) lim, 0+ f(x) = oo och lim, o f(z) = 00

(b) Varken eller, f #r inte definierad i punkten x = 0.
Nej

(a) 1/3

b V2

. o 1se . .- Nz Ry )
(c) 1/2 Tips: Forling med konjugatet, dvs multiplicera med ﬁﬁ

Funktionen f(z) = 2* — 2% — 2z — 1 #r kontinuerlig éverallt och f(—1) = 1, f(0) =
—1, f(2) = 7, sé det foljer av satsen om mellanliggande virden att funktionen har ett
nollstélle mellan —1 och 0 och ytterligare ett mellan 0 och 2.

Funktionen ir kontinuerlig i alla punkter pa reella axeln.

Funktionen dr kontinuerlig i varje punkt av det slutna och begrinsade intervallet [0, 3]. Det
foljer att storsta och minsta vérde finns, enligt the max-min theorem (sid 83).

(a) Functionen f(z) = «x &r ett exempel pa en sddan funktion.

11



20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

SF1625 Laséret 2025-2026

(b) Functionen f(x) = 1/x idr ett exempel pé en sidan funktion.

—1 < 2z < 5 (obs att olikheten i uppgiften kan utldsas: avstandet fran « till 2 ska vara hogst
3)

(a) Losningarna dr z = —1 och « = 4 (dela upp i tva fall: for z > 3/2 (men bara da) blir
ekvationen ekvivalent med att 22 — 3 = 5 och for < 3/2 (men bara d&) blir ekvationen

ekvivalent med att —(2z — 3) = 5).

(b) Losningarna ér x = —1 och x = —1/3 (se ledningen ovan, dela in i tre fall: 2 > 0
respektive —1/2 < z < 0 respektive z < —1/2)

(@) * = x5 + nm, n godt heltal

(b) x = 5 + nm/3, n godt heltal

(a) sinx =0 <= x = nm, n godt heltal

(b) tanx =0 <= x = nm, n godt heltal

(¢) cosx =0 < = =7/2+ nm, n godt heltal

y=—-1-5(z—7)

y=2+(1/5) - 1)

(@ 0

(b) 0

© 1

d 1/3

(a) Allat # 0. Ja.

(b) Allat.Ja.

(c) Allat # 0. Nej.

(d) Allatutomt = 3 ocht = 2. Ja.

Sitt f(x) = 2° 4+ 22* — x — 1. Ekvationen i uppgiften ir ekvivalent med att f(z) = 0. Nu
ar f(—1) = 1 och f(0) = —1 och eftersom 0 ir ett tal mellan —1 och 1 och funktionen
ir kontinuerlig pa det slutna begrinsade intervallet [—1, 0] sé foljer av satsen om mellan-
liggande virden att funktionen antar virdet noll i nadgon punkt i intervallet. (OBS att din
16sning maste innehalla dessa ord: kontinuerlig, slutet, begrinsat, satsen om mellanliggan-

de vérden)

f dr kontinuerlig pé det slutna och begrinsade intervallet [0, 1], sd f méste anta ett storsta
och ett minsta virde. P4 intervallen (0, 1) och [0, 2] giller inte detta och vi kan inte siga

12
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ndgot utan att tinka efter. Problemet med (0,1) &r att det inte &r slutet. Problemet med
[0,2] dr att funktionen inte dr kontinuerlig pa hela intervallet — vi far division med noll i
punkten 7r/2 som ju tillhor intervallet [0, 2] (men inte [0, 1]).

x, oml<zx<2

T.ex. (det finns manga!) f(z) =
0, omx =2

T.ex. (det finns manga!) f(z) =z, 1 <z < 2.
T.ex. (det finns ménga!) f(z) = —|z — 3|, 1 <z < 2.

T.ex. (det finns manga!) heavisidefunktionen (den som &r O for negativa « och 1 for icke-
negativa x).

Funktionen 4r kontinuerlig for alla z. (For x > 3 &r den kontinerlig automatiskt for den
ges av ett elementirt uttryck dér. For z < 3 pa samma sitt. For z = 3 maste man anvénda
definitionen av kontinuitet och visa att grinsvirdet av f(x) ndr « ndrmar sig 3 dr lika med
funktionsvérdet i punkten 3.

Sambandet giller d& f dr kontinuerlig i punkten L, men inte annars. Motexempel: f(z) =

{O, omzx # 0

B = ’ :O‘
1, omx=0 9(x) =z.a

Tips: funktionen f(z) = 2* + 23 — 2z +4 — (2 —2? + 22+ 3) = 2* + 22 — 4o + L 4r
kontinuerlig.

13



@m Institutionen for Matematik

BT 8y, SF1625
fl‘% §£§ %Xi; Envariabelanalys
&4 OCH KONST 3% Lisaret 2025-2026

eoos® Albin Eriksson Ostman

Modul 2: Derivata

Huvudbegreppet i denna modul #r derivata. Begreppets betydelse slas fast
1 en precis definition, men oftast dr det inte definitionen man anvéinder for
att rdkna ut derivator. I stédllet anviander man de deriveringsregler som man
hirleder med hjilp av definitionen: produktregeln, kvotregeln och kedjere-
geln.

Med hjdlp av att kunna nagra grundliggande funktioners derivator och att
behirska deriveringsreglerna, sa kan man sedan derivera vildigt manga funk-
tioner. Det #r viktigt att man blir riktigt bra pa att derivera, sa man maste
trina mycket pa detta! I denna modul borjar vi med denna trining, men
den fortsitter i kommande moduler ocksa.

Det 4r viktigt ocksa att man forstar tolkningen av derivata som ett matt pa
funktionens fordandringstakt i en punkt och att man kan anvinda detta for
att approximera funktionen i nirliggande punkter. Det senare kallas linjir
approximation och dr mycket anvéindbart.

Man bor dock observera att inte alla funktioner 4r deriverbara och att deriva-
tans definition faktiskt ger ett villkor som avgér om funktionen &r deriverbar
eller inte. Det finns kontinuerliga funktioner som inte dr deriverbara. Se till
att du kan ge exempel pa sadana. En viktig sats sdger att en funktion som &r
deriverbar i en punkt automatiskt dr kontinuerlig i punkten.

LASANVISNINGAR

Kapitel 2.1 &r en introduktion till derivatabegreppet, en repetition fran gym-
nasiets matematikkurser.

Kapitel 2.2 - 2.5 startar med derivatans definition och fran denna hérleds
sedan ett antal deriveringsregeler och formler. Du maste kunna:

e derivatans definition; dven hoger- respektive vinsterderivata;

e kunna anvinda definitionen for att berikna derivator samt hirleda
deriveringsregler och formler;

e anvinda deriveringsregler och formler vid berdkning och problemldsning.
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Observera att en del av formlerna i boken bara ir specialfall av mer gene-
rella formler; de rosa rutorna pa sidan 119 och 120 innehaller specialfall av
kedjeregeln, de siger inget nytt.

Lids avsnittet “Differentials” (sid 106) som en orientering. Vinta med att
fordjupa dig i avsnittet “Derivatives Have the Intermediate-Value Proper-
ty” (sid 107) tills du ér fardig med resten av modulen. Avsnittet “Finding
Derivatives with Maple” (sid 119) kan du hoppa 6ver om du inte &r intres-
serad av ldra dig hantera mjukvaran Maple. Funktionerna secant (sec) och
cosecant (csc) behover du inte bry dig om.

Kapitel 2.6, du ska kunna beteckningarna for hogre ordningens derivator
och genomftra beridkningar av hogre ordningens derivator.

Kapitel 2.7 presenterar tre tilldimpningar av derivatan som du ska kunna:
(i) linjar approximation (Approximating Small Changes)
(i1) Derivatan som momentan fordandringstakt (instantaneous rate of change)
(i11) fordndringskénslighet (sensitivity to change)

Kapitel 2.8. Du ska kunna formulera och anviinda satserna (var noga med
forutsittningarna!). Observera den logiska strukturen: Bevisat av det centra
resultatet Medelvirdessatsen (Theorem 11) genomfors med hjilp av Rol-
les sats (Theorem 15), som i sin tur bygger pa bl a Theorem 14. Satserna
Theorem 12 och 13 ér i sin tur konsekvenser av Medelvirdessatsen. Obser-
vera att omvindingen till Theorem 13 redan har visats tidigare oberoende
av Medelvirdessatsen. Var slutligen noga med att du forstar Generalisera-
de Medelvirdessatsen (Theorem 16) och observera att podngen ir att man
far ”samma ¢” bade i f’ och ¢’ i hogerledet, vilket dr mer @n vad en direkt
tillampning av Medelvirdessatsen skulle ge. Obs: Exempel 4 pa s. 141 ir
inte fullstindigt. Andpunkterna -2 och 2 ska vara med i intervallen eftersom
en kontituerlig funktion &r stringt vixande (resp. avtagande) pa ett slutet in-
tervall om derivatan &r positiv (resp. negativ) pa det oppna intervallet mellan
dndpunkterna.

Kapitel 2.9. Du ska kunna genomfora berdkningar av derivator for impli-
cit definierade funktioner pa det som gors i detta kapitel. Observera ocksa
hérledningen av d/dx(x") for rationellla exponenter  med hjilp av implicit
derivering (sid 149). Avsnittet om Maple-berikningar ingar inte i kursen.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 3

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjilv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvidnda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dir. Om inte, fraga en kamrat eller liraren. Be bara om hjilp

2
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med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!

. o sin x

(a) Bestdm definitionsmingden till f.
(b) Ivilka punkter &r f kontinuerlig?
(c) Bestam f'(x).

(d) Ivilka punkter &r f deriverbar?

Uppgift 2. Lét g(x) = z cos® x.
(a) Bestdm definitionsméngden till g.
(b) I vilka punkter dr g kontinuerlig?
(c) Bestidm ¢'(x).

(d) I vilka punkter dr g deriverbar?

Uppgift 3. Lat h(t) = |1+ ¢ + (1 + 3t3)".
(a) Bestdm definitionsméngden till 5.
(b) I vilka punkter dr i kontinuerlig?
(c) Bestdm h'(t).
(d) I vilka punkter dr i deriverbar?

Uppgift 4. Derivera nedanstdende uttryck med avseende pa x och ange i
vilka punkter derivatan existerar.

@ f(z) =17

ar +b
cr +d

(c) vV1—=x

, dar a, b, ¢, d ar konstanter.

(b)
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(d) V14 22

(e) |sinz|

(f) cos(sin(z?))

20 — 1 <1
Uppgift 5. Lat f(x) = { :26 ! ; R Bestam hogerderivata och vinsterderivata
x, x

till fipunkten z = 1. Ar f deriverbar i punkten 2 = 1?

202 -1, <1

. Bestdm hogerderivata och vinsterderivata
4x, x>1

Uppgift 6. Lat f(z) = {

till fipunkten z = 1. Ar f deriverbar i punkten z = 1?

Uppgift 7. Bestim ekvationer for tangentlinjen och normallinjen i punkten
(2,3) till kurvan y = 23 — x — 3.

Uppgift 8. Bestim en ekvation for tangentlinjen i punkten (4, 2) till kurvan
y = +/x. Kan du med hjilp av tangenten hitta ett nirmevérde till v/4.2?

Uppgift 9. Bestdm en ekvation for tangentlinjen till kurvan y = tan z i den
punkt pa kurvan som har z-koordinat —7 /6.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 4

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjilv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det &dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvianda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dir. Om inte, fraga en kamrat eller liraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!

Uppgift 10. Om funktionen f &r deriverbar 6verallt och om f’(0) = 0, kan
f vara strangt vixande pa hela reella axeln?

Uppgift 11. P4 vilka intervall ér funktionen f(z) = 2% — 32% + 1 stringt
vixande? Striangt avtagande?
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Uppgift 12. Vad siger medelvirdessatsen konkret for funktionen f(z) =
23 — 3z + 1 pé intervallet [0, 2]? I detta fall kan vi rikna ut ett c s3 att satsen
giller. Gor det!

Uppgift 13. Pa vilka intervall dr funktionen f(z) = = — tanx stringt
vixande? Stringt avtagande?

Uppgift 14. Betrakta funktionen s given av

2 + 1, <0
s(x) =< x+2, 0<z<2
z2, T > 2

(a) I vilka punkter dr funktionen deriverbar?

(b) Berikna om mojligt s’(1) och ange en ekvation for tangenten till
grafen y = s(x) i den punkt pa kurvan dir z = 1.

Uppgift 15. Visa att 22* — x = 1 har exakt en 16sning x mellan —1 och 0.

Uppgift 16. Bestim en ekvation for tangentlinjen till kurvan 22 + 3 + 3% —
4x = 51ipunkten (—1,1).

Uppgift 17. I Norge finns det flera 1anga tunnlar dér hastighetsbegriansningar
ar noggrant 6vervakade. For att kontrollera att forare haller hastighetsbe-
gransningarna anviands kameror som registrerar tidpunkten da ett fordon
kor in 1 och ut ur tunneln. Genom att jamfora dessa tidpunkter och tunnelns
langd kan myndigheterna bestimma om foraren har kort for fort.

En tunnel i Norge dr 10 km lang. Hastighetsbegrinsningen i tunneln dr 80
km/h. En bil kor in i tunneln vid tidpunkten 12:00 och koér ut vid tidpunkten
12:07. Anvand medelvirdessatsen for att visa att foraren har kort for fort
vid minst en tidpunkt.

Uppgift 18. Betrakta funktionen f(x) = cos(z?). Berikna [ () for n =
1,2,3.
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HEMUPPGIFTER

Uppgift 19. Derivera med avseende pa x och ange for vilka x derivatan
existerar!

@ f(z) =

(b) f(w) ===
Uppgift 20. Derivera med avseende pa x och ange for vilka x derivatan
existerar!

(@) f(z) =xtanz

(b) f(x) =z*sinz

(¢) f(z) =sin*z

Uppgift 21. Derivera med avseende pa x och ange for vilka x derivatan
existerar!

@) f(x) = /Esin V7
(b) f(x) = cos(tanx)
(¢) f(x) =tanz — tan®z

Uppgift 22. Derivera med avseende pa = och ange for vilka x derivatan
existerar!

(a) f(x) = 3£

() f(z) = (22 —1)?cos®x

(©) fz) = *

Uppgift 23. Bestim tangenten till funktionsgrafen y = f(z) i punkten
(a, f(a)) om ...

(@) f(x) =zy/xocha =14
(b) f(z) =2 —32* +z0ocha =2

6
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(c) f(z) =xsinzocha=17/3
(d) f(z) = cos2z ocha = 7/6
(e) f(z) = tanz ocha = 7 /4

() f(zr) =23 —32? ocha =2

Uppgift 24. Lat f(z) = 23 — 32% + x. Anvind linjdr approximation kring
x = 2 for att ge ett ndrmevirde till f(2.1).

Uppgift 25. Lat f(z) = /x. Bestdm en ekvation for tangenten till funk-

tionskurvan y = f(x) i den punkt pa kurvan som har z-koordinat 100.
Anvind linjdr approximation av f kring x = 100 for att ge ett ndrmevérde
till v/104.

Uppgift 26. Lat f(x) = tanz. Anvind linjdr approximation av f kring

x = m/4 for att ge ett ndrmevirde till tan %.

Uppgift 27. Lat f(z) = ;—_31 Anvind linjar approximation av f kring x = 2
for att ge ett ndarmevirde till f(2.5).

Uppgift 28. Arean av mantelytan hos en rit cirkuldr kon med hojden h
och bottenytans radie r ges av uttrrycket wr+/72 + h2. Givet en sadan kon
med hojd 8 dm och bottenradie 6 dm. Anvénd linjdr approximation for att
beridkna ungeféar hur mycket mantelytans area @ndras om radien i denna kon
Okas med 0.5 dm.

Uppgift 29. Avgor om f ar (strangt) vixande eller avtagande pa intervallet
[0,1] om ...

(@) f(t)=1>—3t> +1t

(b) f(t) =tsint

(c) f(t)y=1>—3t

(d) f(t) =sintcost —t
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Uppgift 30. For nedanstaende funktioner, svara pa foljande fragor. Vad ar
definitionsméngden? I vilka punkter dr funktionen kontinuerlig? Vad &r de-
rivatan? I vilka punkter &dr funktionen deriverbar?

@ f() = Vi
(b) f(z) = Sirlm

Uppgift 31. Bestim med implicit derivering en ekvation for tangenten till
kurvan
" +y*+ 2 +y*+x+1=01ipunkten (—1,1).

Uppgift 32. Bestim f”/(0) om f(z) = In(z + 1)

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Om uppgifterna
ovan ér for svara kan det vara lampligt att forst 16sa nagra av de enklare
uppgifterna fran kursboken. Men man behdver nog inte 16sa alla de rekom-
menderade uppgifterna ur boken.

Kapitel 2.1: 5, 7. Kapitel 2.2: 1, 3, 11, 26, 27, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 47.
Kapitel 2.3: 1, 7, 11, 17, 25, 33, 35, 47. Kapitel 2.4: 3, 5, 11, 18, 23, 30, 31,
37. Kapitel 2.5: 13, 15, 23, 29, 31, 35, 45, 62. Kapitel 2.6: 3, 9. Kapitel 2.7:
1,3, 11, 13, 23, 29. Kapitel 2.8: 5, 13, 21, 27. Kapitel 2.9: 3, 9, 13. Kapitel
2.11:5,7,13,16, 17, 18, 19.

SVARARE UPPGIFTER

Uppgift 33. Bevisa produktregeln for derivator.
Uppgift 34. Bevisa medelvirdessatsen.

Uppgift 35. Avgor om nedanstaende funktioner har nagot storsta respektive
minsta virde. Bestdm ocksa max och min om de finns.

sinx

(a)f(x): Tz $€(O,1]

sing omz € (0,1]

(b) f(l“):{ T

1, omz =0
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Uppgift 36. Lat

flz) = {:S—I—Qx sin(1/x), iig

Visa att att f'(0) = 1 men att varje intervall som innehéller x = 0 ocksa
innehaller punkter dér f'(z) < 0. (Det foljer att f inte &r strdngt vixande i
nagot intervall som innehaller z = 0 trots att f'(0) > 0.)

TENTAMENSPROBLEM

Tentamensproblemen &r av varierande svarighetsgrad. Generellt betyder hogre
nummer pa uppgiften svarare problem. De dr avsedda att ge en uppfattning
om vilken typ av uppgifter som kan forekomma pa tentamen. Du hittar tidi-
gare tentamen och 16sninar till dem pa Canvas.

2016-10-25: 7
2017-03-17:
2016-06-10:
2017-10-24:
2018-03-12:
2019-01-07:
2020-10-15:

o) N S L " e NN |



SF1625 Laséret 2025-2026

FACIT OCH LOSNINGSTIPS
.(a) Allax # (2n + 1), n godtyckligt heltal. Dvs @ # +7, £37, £57,....

(b) Samma som ovan.

,, . cosz(l+cosz)+sin’z 1
© fiz) = (14 cosx)? "~ 1+cosz

(d) Samma som (a) och (b).
.(a) Alla x

(b) Samma svar som i (a).

2

(©) ¢'(x) = cos® x — 2z cos x sin x.

(d) Samma svar som (a) och (b).
. (a) Definitionsméngden &r alla reella tal ¢.
(b) Funktionen &r kontinuerlig overallt.
(c) Fort > —1drh/(t) = 1+114¢(1+3t%)18. Fort < —14rh'(t) = —1+114¢(1+3t)18

(d) Funktionen &r deriverbar 6verallt utom i punkten t = —1.

. (@) —227°/2 eller om man hellre vill: —%%ﬂ forz > 0

ad — be

®) (cx+d)?

dr definierat for x # —d/c.

1
(©) REWin dr definierat for x < 1

V-2

(d L ar definierat for alla x

V14 22

(e) coszom 2nm < x < (2n+ 1)moch —cosz om 2n+ 1) < & < (2n + 2)w, n
godtyckligt heltal. Definierat for alla = # nm, n heltal.

(f) —(sin(sinx?)) - (cos z?) - 2z, definierat for alla =
. Hogerderivatan dr 2 och vinsterderivatan &r 2. Funktionen &r deriverbar i punkten z = 1.

FA+h)=f(
h

. Hogerderivatan existerar ej (gransvérdet limp, o4 L = 00) och vinsterderivatan

dr 4. Funktionen &r ej deriverbar i punkten x = 1.

1
. Tangentlinjen: y — 3 = 11(x — 2). Normallinjen: y — 3 = 11 (x —2).

10
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1
Ly —2=—(z—4). Vifir V4.2 ~ 2.05

4

ot

. Ja, det kan den. Tag tex f(z) = 3. Detta ir en striingt vixande funktion, och f/(0) = 0.

Strangt vixande pa intervallen z > 2 och # < 0. Strédngt avtagande pa intervallet 0 < z <
2.

Medelvirdessatsen siger att det finns ett tal ¢ € (0,2) sd att f'(c) = w = 1. Vi far

attc = 245,

2 1 2 3
(2n + )7r<x<(n+)

. . " Q- T ..
Funktionen ir stringt avtagande pd intervallen for godtyck-

ligt heltal n. Funktionen &r inte vixande pa nagot intervall. (Tips: tan z &r inte definierat
nir cos x = 0).

(a) Funktionen &r deriverar overallt utom i punkterna x = 0 och x = 2.
(b) s’(1) = 1 och den sokta tangentlinjens ekvation dry = = + 2.

Sétt f(z) = 22* — x — 1. DA ir ekvationen ekvivalent med att f(z) = 0. Eftersom
f'(z) < 0 pa det aktuella intervallet ér f stréingt avtagande och det kan finnas hogst en
16sning till f(x) = 0. Eftersom f(—1) = 2 och f(0) = —1 och f ir kontinuerlig pa det
slutna och begrinsade intervallet [—1, 0] och O &r ett tal mellan —1 och 2, sé f6ljer av satsen
om mellanliggande viirden dr det finns minst en 16sning till f(x) = 0. Det finns alltsd exakt
en l6sning till f(z) = 0, dvs till ekvationen i uppgiften.

1
y—1= g(a: + 1) (Tips: implicit derivering).

Lt s(t) vara strickan (km) vid tidpunken ¢ (h). D4 ger medelvirdessatsen att det finns ett
¢ € (tin, tyr) sdatt s'(c) = M = 600/7 > 80, dvs foraren har kort for fort.

wt—tin

f'(z) = —2xsin x2,

f"(x) = —2sin2? — 422 cos 22,

" (x) = —122 cos 2% + 823 sin 22

(a) —3273/2 eller om man hellre vill: — 2;/; forz >0

(b) T cos i;sinw for = ?é 0
(a) tanx + x(1 4 tan® z) eller om man hellre vill: tan & + —%— for « # 7/2 4 nw

(b) 2z sin x + 22 cos z for alla

(c) 2sinx cos z for alla x (eller om man hellre vill sin 2x)

11
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(a) ﬁsinﬁ—&— 1 cos/z forz >0
(b) —(sin(tanx))(1 + tan? x) for x # 7/2 + nx
(¢) 1+tan?x —2(tanx)(1 + tan® z) for x # 7/2 + nw
(@) (g forz #1/5
(b) 4(2x — 1) cos® x — (22 — 1)?2cos x sin z, for alla
©) —z? sina;4—2mcosw for z # 0
(@ y=8+3(zx—4)
b)) y=x-4
EL ?’\/g%(x

() y=Y%" - %)

dy=3-V3xz-%)

ol

e y=1+2(z—-7%)

®y=-4

f(2.1) = —-1.9

Tangent: y = 10 + 5 (2 — 100). 104 ~ 10.2
tan T ~1— {5

f(2.5) = 10

Arean okar med ungefir 687 /10 kvadratdecimeter.

(a) Nej. (Paintervallet [0, 1] dr derivatan positiv mellan 0 och 1 —4/2/3 och sedan negativ,
vilket betyder att funktionen forst &r stringt vixande och sedan stringt avtagande med ett

lokalt max il —+/2/3.)

(b) Funktionen ir stringt vixande pa intervallet [0, 1] eftersom derivatan #r positiv pa det
inre av intervallet och funktionen dr kontinuerlig ut till andpunkterna.

(c) Funktionen ir stringt avtagande pé intervallet [0, 1] eftersom derivatan dr negativ pa
det inre av intervallet och funktionen &r kontinuerlig ut till andpunkterna.

(d) Funktionen ér stringt avtagande pa intervallet [0, 1] eftersom derivatan 4r negativ pa
det inre av intervallet och funktionen &r kontinuerlig ut till andpunkterna.

(a) Definitionsméngden 4r alla z > 0. Funktionen 4r kontinuerlig for alla > 0. Derivatan

ir 2# Funktionen ir deriverbar for alla > 0.
7=

12
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(b) Definitionsméngden ir alla « # n, n heltal. Funktionen &r kontinuerlig for alla = #

nm. Derivatan ar — Scl‘;ssz Funktionen #r deriverbar for alla x # n.

3Ly=1-2(z+1)

32.2

33. -

34. -

35. (a) Storsta virde saknas, minsta virdet dr sin 1

(b) Eftersom f &r kontinuerlig pa det slutna begriinsade intervallet [0, 1] sa finns garanterat
ett storsta och ett minsta virde. Storsta viardet ar 1, minsta vardet ar sin 1

Det gér att se att derivatan dr negativ i intervallet (0, 1) men det &r inte litt!)

36. For att visa att f'(0) = 1 anvind definitionen av derivatan.

13
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Modul 3: Transcendenta funktioner och
ODE

I denna modul introduceras begreppet invers funktion och som exempel pa
det nagra nya klasser av funktioner: exponentialfunktioner, logaritmfunktio-
ner och inversa trigonometriska funktioner. Dessutom introduceras en viss
sorts differentialekvationer, namligen linjdra ordinira differentialekvationer
med konstanta koefficienter.

Det ar viktigt att du lar dig de grundldggande egenskaperna hos de funktio-
ner du moter i det hir kapitlet. Du maste behirska potenslagar och logaritm-
lagar bra. Samma sak giller for egenskaperna hos arcus-funktionerna. Du
maste ocksa bli bra pa att derivera dessa funktioner och mer komplicerade
funktioner dér dessa ingar.

Differentialekvationerna i denna modul kan 16sas med en speciell metodik.
Med hjdlp av karaktdristiska ekvationen hittar man den allmédnna homo-
gena 16sningen ;. Med hjélp av ansittning hittar man sedan nagon parti-
kulédrlosning y,. Sedan far man l16sningen y;, + y, = y. Om initialvillkor 4r
givna sa anviander man dem for att bestimma konstanterna i 1osningen y.

LASANVISNINGAR

Hiénvisningar utan hakparentes giller upplaga 9, och hinvisningar inom
hakparentes géller upplaga 10.

Kapitel 3.1 introducerar de viktiga begreppen “inverterbar funktion” och
“inversfunktion”, samt en formel for inversens derivata. Nir vi fortsitter
med exponentialfunktioner, logaritmer och arcusfunktioner ir kapitel 3.1
den grund vi star pa.

Kapitel 3.2 respektive 3.3 ger tva olika vigar att logiskt bygga teorin for
exponentialfunktioner och logaritmer. Slutresultat blir (forstas) detsamma.
Det dr mycket viktigt att vil behirska rikning med exponentialfunktioner
och logaritmer och att kunna logaritmlagarna och potenslagarna som ett
rinnande vatten. Se till att skaffa dig egna exempel med vars hjilp du kan
testa rimligheten hos potenslagar och logaritmlagar, och se till att du kan
hérleda loglagarna fran potenslagarna och vice versa.
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Fran kapitel 3.4 ska du kunna satsen Theorem 5 (nagra standardgransvirden),
och ocksa kunna formulera, tolka och 16sa differentialekvationer av typen
y'(t) = ky(t) (tillvixtproblem). Avsnittet “Logistic Growth” ingar ej.

Hela kapitel 3.5 &r viktigt, utom det pa slutet om inverser till sec, csc och
cot.

Kapitel 3.6. Det ricker att kunna definitionen pa sinh och cosh.

Kapitel 3.7 och 18.6 [19.6], sid 1025 - 1029 [1043 - 1047] (dvs EJ avsnitten
Variation of Parameters eller Maple Calculations). Du ska kunna l6sa forsta
och andra ordningens linjéra differentialekvationer med konstanta koeffici-
enter, savdl homogena som inhomogena, med eller utan begynnelsevillkor,
och kunna modellera och tolka l6sningar i den typ av tillimpningar som ges
1 kapitel 3.7.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 5

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjélv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det &r du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvidnda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dir. Om inte, fraga en kamrat eller liraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!

kx

Uppgift 1. Lat f(z) = ﬁ.

(a) Bestdm definitionsmingden till f.
(b) Ivilka punkter &dr f kontinuerlig?
(c) Bestam f'(z).

(d) Ivilka punkter &r f deriverbar?

Uppgift 2. Lat g(z) = xInx — z.
(a) Bestdm definitionsméngden till g.
(b) I vilka punkter dr g kontinuerlig?
(c) Bestim ¢'(z).
(d) I vilka punkter dr g deriverbar?

2
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Uppgift 3. Lt h(t) = arctan ¢ + arctan 1.
(a) Bestdm definitionsméngden till /.
(b) I vilka punkter dr i kontinuerlig?
(c) Bestdm h'(t).
(d) I vilka punkter dr h deriverbar?
(e) Rita funktionsgrafen y = h(t).

Uppgift 4. Derivera nedanstaende uttryck med avseende pa = och ange i
vilka punkter derivatan existerar.

(a) xe™".

(b) ze ™.

(c) Inv1+ 22
d) e,

(e) > sin 3z,

(f) arcsin+/z.

Uppgift 5. Bestam foljande grinsvirden.

e — 12
a) lim .
( ) z—oo | — eT

(b) lim v/ In(x").

Uppgift 6. Bestim en ekvation for tangentlinjen till kurvan y = Inz i den
punkt pa kurvan som har x-koordinat 1. Kan du med hjilp av tangenten ge
ett ndrmevirde till In 1.1?
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Uppgift 7. Bestdm en ekvation for tangentlinjen till kurvan y = e~ i den
punkt pa kurvan som har z-koordinat —1.
Uppgift 8. P4 vilka intervall ir funktionen f(z) = ze~*"/2 striingt viixande?

Uppgift 9. Forenkla nedanstdende uttryck sa langt som mojligt.

(@) 2In6 —In4 —1n9

(b) In(e?® - e77)

(c) arccos%

(d) sin(arccos x)

(e) arctan v/3
Uppgift 10. Avgor om dessa funktioner dr inverterbara och bestdm inversen
om det gar. Bestim ocksa inversens definitions- och vardeméngd.

(@) f(z) =z +1]+2

(®) f(z) =2+1In(zx +1)

Uppgift 11. Hir dr en uppgift om inverser.

(a) Bestidm inversen till funktionen f(z) = 1 + ¢3*. Ange ocksd inver-
sens definitionsméngd och virdeméngd.

(b) Hur kan du med hjilp av derivata visa att funktionen g(z) = z +¢3*
ar inverterbar utan att rdkna ut inversen?

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 6

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjilv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvidnda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dir. Om inte, friaga en kamrat eller liraren. Be bara om hjilp

4
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med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!

Uppgift 12. Los initialviardesproblemet (tillvixtproblemet)

{y’(t) = Ly(t) - 1)
2.

Uppgift 13. Los foljande differentialekvationer.
@ y"(t) = 3y'(t) + 2y(t) = 0.
(b) y"(t) — 3y'(t) + 2y(t) = 10.
(©) y"(t) — 4y/'(t) + 5y(t) = 0.

(d) y"(t) — 4y'(t) +5y(t) =t + 1.

Uppgift 14. Los differentialekvationen
(a) v + 3y = 13sin(2t)

(b) o/ + 3y = 6t + 17.

Uppgift 15. Los initialviardesproblemet

y"(t) — 6y'(t) + 9y(t) = 16e*
y(0)=2, y'(0)=1

Uppgift 16. Los initialvirdesproblemet

y"(t) + y(t) = sint
y(0) =0, ¥(0)=0.

Uppgift 17. Bestim en 16sning y(¢) till differentialekvationen y” (¢)+2y'(t)+

2y(t) = 0 sadan att lim,_,, @ = 1. Kan det finnas flera?



SF1625 Laséret 2025-2026

Uppgift 18. Avgér om f(z) = = — arctan x ir (stringt) vixande eller av-
tagande. Har f nagot storsta eller minsta viarde? Bestam dessa i sa fall.

Uppgift 19. Lat f(¢) = ¢t — arcsin t. Har f nagot storsta eller minsta virde?
Bestdm dessa i sa fall!

HEMUPPGIFTER

Uppgift 20. Berdkna / forenkla sa langt som mojligt.
(@) In16 — In8
(b) & e

(¢) lnz? —2Inx

Uppgift 21. Berikna / forenkla sa langt som mojligt.
(@) Intx —Inx
(b) arctan1

(c) arcsin %

Uppgift 22. Berikna / forenkla sa langt som mojligt.
(a) arccos%
(b) arccos0

(¢) lim,_,o, arctan u

Uppgift 23. Berikna / forenkla sa langt som mojligt.
(a) Inet
(b) 6lni&

(c) Ine

Uppgift 24. Berikna / forenkla sa langt som mojligt.

6
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(a) In \/Lg

(b) sin(arcsin 3)

(c) cos(arccos 3)

Uppgift 25. Berikna / forenkla sa langt som mojligt.

(a) sin(arccos 3)

(b) tan(arctan x)

(c) arctan(tan 2F)

Uppgift 26. Derivera med avseende pa x och ange for vilka x derivatan
existerar.

2

(@) f(z) =5
(®) f(z) =Inv1+a?
(c) f(x) = arctan
(d) f(z) = arcsin \/x
(e) f(z) = v arccosz
® flz)=xlne —a
() f(z) =In|z|
(h) f(x) = emreine
Uppgift 27. Lat f(x) = arctanz. Bestim en ekvation for tangenten till

funktionskurvan y = f(x)iorigo. Anvind linjédr approximation kring x = 0
for att ge ett nidrmevirde till arctan .

Uppgift 28. Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan y = e” i den punkt
pa kurvan dér x-koordinaten dr 0. Bestdim med hjilp av linjdr approximation
ett narmevide till e'/10.
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Uppgift 29. Hur méanga 16sningar har ekvationen e* — arccos x = 0?
Uppgift 30. Hur méanga 16sningar har ekvationen arcsin x = arccos x?

Uppgift 31. Los dessa differentialekvationer:
(@ y'(t) + 17y(t) =0
(b) y'(t) +17y(t) = 1

© y'(t) +17y(t) = ¢’

Uppgift 32. Los dessa differentialekvationer:
(@) y'(t) — 8y'(t) + 15y(t) =0
(b) y"(t) +2y'(¢) + 17y(t) = 1
© y"(t) +2¢'(t) +y(t) =t +1

(d) y"(t) +2¢'(t) +y(t) =e*

Uppgift 33. Los dessa initialvdrdesproblem:
(a) y'(t) + 15y(t) = 0, med initialvillkoret y(0) = 10

(b) ¥"(t) + 2y'(t) + 17y(t) = 1 med initialvillkoren y(0) = 1/17 och
y'(0) =4

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Om uppgifterna
ovan dr for svara kan det vara lampligt att forst 10sa nagra av de enklare
uppgifterna fran kursboken. Men man behover nog inte 16sa alla de rekom-
menderade uppgifterna ur boken.

Kapitel 3.1: 3, 9, 23. Kapitel 3.2: 3, 5, 9, 15, 25, 29. Kapitel 3.3: 3, 5,7, 9,
19, 21, 31, 33,43, 51, 59. Kapitel 3.4: 1, 3,5,9, 11, 17, 23, 25. Kapitel 3.5:
1,3,5,7, 13, 19, 21, 23, 35. Kapitel 3.7: 1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 21, 25, 29.
Kapitel 18.6: 1, 3, 5, 7.
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TENTAMENSPROBLEM

Tentamensproblemen &r av varierande svarighetsgrad. Generellt betyder hogre
nummer pa uppgiften svarare problem. De dr avsedda att ge en uppfattning
om vilken typ av uppgifter som kan forekomma pa tentamen. Du hittar tidi-
gare tentamen och 16sninar till dem pa Canvas.

2017-01-09: 8
2016-03-22: 6
2017-01-09: 4
2017-03-17: 4
2018-10-23: 3
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

. (a) Funktionen ar definierad for alla reella tal x.
(b) Funktonen dr kontinuerlig overallt.

keke
(1 + eko)2”

© fl(z)=
(d) Funktionen ar deriverbar Gverallt.
.(a) Allaxz > 0.
(b) Samma svar som i (a).
©) ¢ (z) =lnz.
(d) Samma svar som (a) och (b).
. (a) Definitionsméngden ér alla reella tal ¢ # 0.
(b) Funktionen dr kontinuerlig 6verallt utom i origo.
(c) h idr deriverbar 6verallt utom i origo och for alla ¢ #£ 0 giller att b’ (t) = 0

(d) Som (c).

(e) h(t) = m/2forallat > 0 och h(t) = —m/2 for alla ¢ < 0. Nu &r det latt att rita
grafen.

. (a) e (1 — z), existerar for alla .
(b) e (1 — 2x?), existerar for alla z.

(c) #:7 definierat for alla x.

(d) —e™" om z r positivt och e* om z &r negativt. Existerar for alla x # 0.

(e) 2e%® sin 3z + 32 cos 3z, existerar for alla x.

() W}m existerar nir 0 < z < 1.
(@) =2

® 0

©1

. Tangent: y =z — 1. OchIn1.1 = 0.1

10
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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1 2
y——=—(x+1).

(& (&

. Funktionen &r stringt vixande pa intervallet —1 < x < 1.

.(a) 0

®d) z

(c) /3

(d) v1—220m —1< z <1 (annars &r uttrycket inte definierat).

(e) /3

(a) Ejinverterbar (T.ex. dr funktionsvardena i 0 och —2 lika, s& funktionen &r inte injektiv)

(b) Inversen ges av f~1(x) = e*~2 — 1. Inversens definitionsméngd #r alla tal och inver-
sens viardemingd &r alla tal storre dn —1.

In(x —1
M. Definitionsmingden for ! ér alla z > 1. Virdemiingden ir

@ fl(z) =

alla reella tal.

(b) Eftersom ¢'(x) = 1 + 3e3* > 0 for alla = sa ir g stringt vixande och dérmed inver-
terbar.

yt)=1+e7.
(a) y(t) = Ce! + De?', dir C och D #r godtyckliga konstanter.
(b) y(t) = Cet + De?* + 5, dir C och D i#r godtyckliga konstanter.

(c) y(t) = e*(Acost + Bsint), dir A och B ir godtyckliga konstanter.
2t . 1 9 . .
(@) y(t) = e**(Acost + Bsint) + St + 2% dir A och B ir godtyckliga konstanter.

(a) Ce™3! + 3sin(2t) — 2 cos(2t), C godt reellt tal.
(b) Ce3t 42t + 5, C godt reellt tal.

y(t) =¥ —ted 4 et

() = S sint — L cost
— —SInt — — COSt.
4 2 2

y(t) = e~ tsint, det finns bara en.

f dr strangt vixande pa hela R (derivatan &r positiv dverallt utom i origo dér den dr noll).
Storsta och minsta vérde saknas.

11
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20.
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24.

25.

26.
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Funktionen f &r kontinuerlig pa hela sin definitionsméngd, som idr det slutna begrinsade
intervallet [—1, 1] s den har ett storsta och ett minsta virde. Derivatan 4r negativ pa det
inre av intervallet utom i en punkt, origo, dér den &r noll, sa f dr striangt avtagande. Darmed
ir storsta vérdet f(—1) = —1 + 7/2 och minsta vérdet f(1) =1 — /2

(a) In2

(b) 1

(© 0

(a) Int (forutsatt att bade t och x &r positiva)

(b) w/4

(c) ©/6

(a) 7/3

(b) w/2

(c) /2

(a) t

(b) t

© 1

(a) —1/2

(b) 1/3

(c) 1/3

(@) 2v2/3

(b) x

(c) m/4

(a) % (kan forenklas), z # 0

(b) ﬁ for alla «
© —152, 2 #0
) =55 0<z<1

(e) arccosx — ﬁ, —-1l<z<l1

12
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® Inz, x>0

(@ L z#0

earcsinm

~ 1
5

R 1
Tangent: y = x. arctan £

Tangent: y =1+ 2. e/0x 1+ L =11

10

En. (Derivatan &r positiv sd funktionen #r stringt vixande och av detta foljer att det finns
hogst en 16sning. Minst en 16sning foljer av satsen om mellanliggande virden for funk-
tionen f(x) = e® — arccosz. Obs att ekvationen bara #r relevant for « mellan —1 och
1.)

En. Se ledtrad till forra uppgiften.

(@) y(t) = Ce™ 17, C godt reellt tal.

(b) y(t) = & + Ce '™, C godt reellt tal.

(©) y(t) = fxe’ + Ce™ ™, C godt reellt tal.

(@) y(t) = Aedt + Be3', A, B godt reella tal.

(b) y(t) = = + e *(Acosdt + Bsin4t), A, B godt reella tal.

(©) (At + B)e ™t +t—1, A, B godt reella tal.

(d) (At + B)e " + t%e", A, B godt reella tal. (obs resonans)

(a) y(t) = 10e~ 1%

(b) y(t) = e tsindt +

13
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Modul 4: Tillimpningar av derivata och
Taylorpolynom

Denna modul handlar om tillimpningar av derivata. Nagra exempel: hitta
extrempunkter till en funktion (max och min), approximera en funktion (det
kan gilla linjdr approximation eller mer allmént approximation med hjilp
av Taylors formel), och kurvritning.

Att approximera funktioner med polynom ir en vanlig och anvindbar tillampning.
Taylorpolynomet dr den bésta 16sningen till ett sadant problem. Du maste
kunna bestimma Taylorpolynom till en given funktion, i en given punkt, till

en given grad. Feltermen mellan funktionen och Taylorpolynomet &r natur-
ligtvis viktig att forsta och kunna ge en uppskattning av.

LASANVISNINGAR

Kapitel 4.1 innehaller ingen egentlig teori, men du ska kunna I6sa problem
av den typ som exemplifieras i detta kapitel.

Kapitel 4.3. I’'Hospitals regel dr en metod att berdkna vissa typer av griansvérden.
Ett alternativ dr att anvdnda Taylorutvecklingar istillet (se Kapitel 4.10).
Vilket man foredrar dr oftast en smaksak men vid berdkning av grinsvérden

da x — oo dr det dock ofta littare med 1’Hospitals regel (Taylorutveckling
kriver i dessa fall forst ett variabelbyte). Lis och lir hela kapitlet, studera
ocksa exemplen och observera de tva varningarna (" BEWARE!”) pa sidan
232 och 233.

Kapitel 4.4 Viktigt och centralt kapitel att ldra sig. Innehallet ir till stor
del repetition av sadant du lart dig i gymnasiet, men formuleringarna dr
nog mer precisa och teorin grundligare. Observera ocksa terminologin: En
extrempunkt dr en punkt z, i definitionsmiangden pa x-axeln, medan ett
extremvirde dr en punkt f(x) i virdeméngden. (Detta skiljer sig fran den
terminologi som vanligen anvinds i gymnasieskolan dir en extrempunkt
dar en punkt (zq, f(zo)) pa funktionens graf. ) Observera att Theorem 5 i
kombination med Theorem 6 underléttar undersokningar pé slutna intervall,
medan funktioner definierade pa 6ppna intervall kridver lite extra arbete nir
man soker extremvirden, till exempel genom att tillaimpa Theorem 8.
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Kapitel 4.5. P4 svenska sdger man vanligen konvex och konkav for det som
i laroboken kallas concave up respektive concave down. Lir dig definitio-
nen av dessa begrepp (Definition 3), samt Definition 4 (inflektionspunkt)
och hur konkaviteten hdanger ihop med andraderivatan (Theorem 9). Det s k
andra-derivata-testet (Theorem 10) dr en konsekvens av Theorem 9.

Kapitel 4.6 Du ska kunna definitionerna av de tre typerna av asymptoter
(Definitions 5, 6, och 7), och finna sadana.

Observera att y = f(x) har sned asymptot y = ax + b dd * — oo om och
endast om

lim @) =a och lim(f(z)—ax)=0

r—o00 I T—00

(och pa samma sitt da x — —o0).

Du ska ocksa kunna skissera funktionsgrafer med de metoder som visas i
detta kapitel.

Kapitel 4.8 Du ska kunna losa tillimpade extremvirdesproblem med de
metoder som visas 1 exemplen.

Kapitel 4.9 om linjdr approximation &r ett viktigt kapitel. Du ska kunna
genomfora linjdr approximation med uppskattning av felet med hjilp av
resultatet i Theorem 11. Observera resultaten 1 Kapitel 4.9 ar specialfall av
de mer allménna resultatet om approximation med Taylorpolynom i Kapitel
4.10, och dérfor inte behover memoreras separat.

Kapitel 4.10. Ett centralt och mycket viktigt kapitel! Lés och lar.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 7

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjélv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det &r du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvidnda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dir. Om inte, friga en kamrat eller liraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!

Uppgift 1. Betrakta funktionen f(z) = ze™".

(a) Bestam definitionsméngden till f, gor ett teckenschema for deri-
vatan och bestdm alla lokala extrempunkter till f. Berdkna sedan
eventuella relevanta griansvirden och skissa kurvan y = f(z).

(b) Med hjélp av uppgift (a) kan du nu svara pa dessa fragor:
(i) Vad dr vardeméngden till f?

(i1) Har f nagot storsta eller minsta virde, vilka &dr dessa i sa fall?

2
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(iii) Finns det nagot tal = sadant att f(z) = 1?

(c) Finn alla inflektionspunkter till f och bestam de intervall dir f ar
konvex (concave up) respektive konkav (concave down).

(d) Finn alla asymptoter till kurvan y = f(x).

Uppgift 2. Betrakta funktionen g(z) = arctanz — In /1 + 2.
(a) Bestdm definitionsmingden till g, gor ett teckenschema for deri-
vatan och bestim alla lokala extrempunkter till g. Beridkna sedan

eventuella relevanta gransvirden och skissa kurvan y = g(x).

(b) Med hjilp av uppgift (a) kan du nu svara pa dessa fragor:
(1) Vad ér viardemingden till g?
(i1) Har g nagot storsta eller minsta virde, vilka &r dessa i sa fall?

(iii) Hur manga 16sningar har ekvationen g(x) = 1/10?

Uppgift 3. Lat h(t) =t — sint.
(a) Bestdam alla kritiska punkter till h.
(b) Bestdm alla lokala extrempunkter till h.

(c) Avgor om h antar nagot storsta respektive minsta vérde.

Uppgift 4. Lat den styckvis definierade funktionen f vara given av

f(x):{m+3’ omzx <0,

(x—1)e®, omz > 0.
(a) Bestam for vilka x som f dr kontinuerlig.
(b) Bestdam f” och eventuella kritiska punkter till f.
(c) Avgor om f antar nagot storsta respektive minsta virde och bestim
dessa om de finns.
Uppgift 5. Betrakta ekvationen 2% + = = 1.

(a) Visa med hjilp av derivata att ekvationen har hogst en 16sning.

3
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(b) Visa med hjélp av satsen om mellanliggande vérden att ekvationen
har minst en 18sning som ligger mellan 0 och 1.

x?+1

Uppgift 6. Lat f(x) =
x

(a) Gor ett teckenschema for derivatan och bestdm alla lokala extrem-
punkter till f.

(b) Bestdm alla asymptoter till kurvan y = f(x).

(c) Beridkna eventuellt relevanta griansvirden och skissa kurvan y =

f(@).

Uppgift 7. Avgor om f(z) = ze~**/2 har nigot storsta respektive minsta
virde och bestidm i sa fall dessa.

Uppgift 8. Avgérom f(x) = |x—1|++/x + 1 antar nagot storsta respektive
minsta virde nér x varierar i intervallet [—1, 2] och bestdm i sa fall dessa.

Uppgift 9. En sfirisk tank med radie 5 dm fylls med vatten i en takt av
3 liter per minut. Hur snabbt stiger vattenytan i tanken vid den tidpunkt
da djupet dr 2 dm? Tips: Vattenvolymen V beror pa vattendjupet d enligt
formeln
15d? — d3
T
3

V=

Uppgift 10. Berikna foljande grinsvirden.

In(1
(a) lim M
x—0 €T

vV1i+h—-1

b) li
(®) h1—>n% tan h
© lim T + cos 2x

oo SinT — 31

sinx + cosx — e
x? '

@ iy
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COS ™

(e) lim
z—0+ x

sint —sin 1

() lim

t—1 t—1

UPPGIFTER TILL WORKSHOP §

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjalv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvinda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret diar. Om inte, fraga en kamrat eller ldraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det dr
du som ska arbeta pad workshopen!

Uppgift 11. Vid en provskjutning berdknas projektilen i ett lampligt valt
koordinatsystem folja kurvan y = 1 — z%. Hur néra en bunker placerad i
origo kommer projektilen?

Uppgift 12. I en punkt pa kurvan y = e, x > 0, dras en tangent till kur-
van. Koordinataxlarna bildar tillsammans med tangenten en triangel. Vilken
ar den storsta area en sadan triangel kan ha?

Uppgift 13. Bestim alla asymptoter till f(z) = 2 — arctanz + =

Uppgift 14. Lat f(z) = In(1 + z).
(a) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till f kring punkten x = 0.
(b) Anvind Taylorpolynomet ovan for att approximera In 2, dvs f(1).
(c) Avgor om felet i approximationen i uppgift (b) &r mindre dn 1/3.

Uppgift 15. Bestam med hjélp av Taylorutveckling ett nirmevérde till cos %
med ett fel som ir mindre &n 1075,

Uppgift 16. Bestam ett ndrmevirde till v/104 med hjélp av ett [ampligt valt
Taylorpolynom. Felet ska vara mindre in 5 - 107°.

5
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Uppgift 17. Antag att f(z) = x + 32% + O(23) dd z — 0. Bestidm foljande
griansvirden.

(b) lim,_,o £

T

(c) lim, oy L2

(d) lim,_,o L2

2

Uppgift 18. Bestdm grinsvérdet

lim sin(z) — z
z—0 1‘3

med hjilp av Taylorutveckling (inte med 1’Hopitals regel).

Uppgift 19. Bestdm grinsvérdet

. e¥—sinx —coszx
lim
x—0 ,1'2

med hjilp av Taylorutveckling (inte med 1’Hopitals regel).

Uppgift 20. Bestdm Taylorpolynomet av grad 6 till sin(z?) kring punkten
x = 0 med hjilp av entydighetssatsen.

Uppgift 21. Bestim grinsvérdet

lim r? — In(1 + z?)
x—0 1’4

med hjélp av Taylorutveckling (inte med 1’Hopitals regel).

Uppgift 22. Visa olikheterna

(@ Inx < \r— \%fbrallax > 1.

(b) e* > 1+ x for alla x # 0.
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HEMUPPGIFTER

Uppgift 23. Skissa grafen till funktionen f(x) = ze™ genom att gora en
derivataundersokning, hitta alla lokala extrempunkter och berédkna relevanta
griansvirden.

Uppgift 24. Skissa grafen till funktionen f(x) = 1“% genom att gora en
derivataundersokning, hitta alla lokala extrempunkter och beréikna relevanta
gransvirden.

T

Uppgift 25. Skissa grafen till funktionen f(z) = ze™*" genom att gora en
derivataundersokning, hitta alla lokala extrempunkter och beréikna relevanta
grinsviarden.

Uppgift 26. Lat f(z) = e *cosx, 0 < z < 27. Bestdm storsta och minsta
virdet av funktionen om de finns.

Uppgift 27. Bestdm viardeméngden till funktionen f(z) = arctan x —
Har f nagot storsta eller minsta vérde?

_1_
1422

Uppgift 28. Hur méanga 16sningar har ekvationen zlnx = —1/2 ?

Uppgift 29. Lit f(z) = e~'/*". Gér foljande:
(a) Bestdm definitionsméngden.
(b) Avgor i vilka punkter f 4r kontinuerlig.
(c) Berdkna lim, 4, f(x) och lim, o f(x)
(d) Beridkna f'(x) och ange i vilka punkter f &r deriverbar.
(e) Gor ett teckenschema for f/(x)
(f) Skissa grafen y = f(x) med hjélp av ovanstaende.

Uppgift 30. Pa vilka intervall dr f(z) = xe™ " (stringt) konvex respektive
konkav?
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Uppgift 31. Berikna dessa grinsvirden:

V14ax—1

(a) lim, o Y5

(b) Tim, ,q 22ctone

Uppgift 32. Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till f(x) = arctan x kring
xr=0.

Uppgift 33. Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till f(x) = tanz kring
x=m/4.

Uppgift 34. Bestdm Taylorpolynomet av grad 3 till In(1 + =) kring z = 0
och anvind det for att bestimma ett ndrmevirde till In 1% med ett fel pa
hogst 1/1000.

Uppgift 35. Anvind Taylorutveckling for att bestimma ett ndrmevérde till
1/y/e med ett fel pa hogst 1/10.

Uppgift 36. Anvind Taylorutveckling for att bestimma ett ndrmevérde till
cos ;5 med ett fel mindre &n 10~*.

Uppgift 37. En silo i form av en 3 meter hog cylinder med radie 2 meter
fylls pa med vatten i en takt om 4 kubikmeter i timmen. Hur snabbt sti-
ger vattenytan i cylindern vid den tidpunkt da vattenytan dr 1 meter dver
bottenplattan?

Uppgift 38. Bestiim den punkt pa hyperbelgrenen 22 — y* = 1, z > 0, som
ligger ndrmast punkten (0, 1). Bestdm ocksé det minsta avstandet.

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Om uppgifterna
ovan ér for svara kan det vara lampligt att forst 16sa nagra av de enklare
uppgifterna fran kursboken. Men man behover nog inte 16sa alla de rekom-
menderade uppgifterna ur boken.

Kapitel 4.1: 5, 7, 9, 16, 17. Kapitel 4.2: 7, 9. Kapitel 4.3: 1, 5, 17. Kapitel
4.4: 3, 14, 29, 35. Kapitel 4.5: 5, 11, 27, 31. Kapitel 4.6: 3, 5, 9, 17, 31.
Kapitel 4.8: 1, 7, 13, 21. Kapitel 4.9: 1, 3, 13, 30. Kapitel 4.10: 1, 5,9

8
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SVARARE UPPGIFTER
TENTAMENSPROBLEM

Tentamensproblemen ir av varierande svarighetsgrad. Generellt betyder hogre
nummer pa uppgiften svarare problem. De dr avsedda att ge en uppfattning
om vilken typ av uppgifter som kan forekomma pa tentamen. Du hittar tidi-
gare tentamen och 16sninar till dem pa Canvas.

2016-03-22: 4
2016-06-10:
2017-01-09:
2017-03-17:
2019-01-07:
2020-06-03:
2017-01-09:
2019-01-07:
2021-06-11:

LN W O L Lt & W B
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

1. (a) Definitionsmingden &r hela reella axeln. Det finns en enda kritisk punkt nidmligen
z = 1. Teckenschema for derivatan ger att den kritiska punkten &dr en lokal och global
maxpunkt. Maxvérdet dr f(1) = 1/e. Grinsvirdet i odndligheten &r 0. Grinsvérdet i mi-
nus oédndligheten dr —oo.

(b) (i) Allareella tal mindre dn eller lika med 1/e.
(ii) Storsta virdet dr 1/e, minsta virde saknas.
(iii) Nej, eftersom funktionens storsta virde dr 1/e som dr mindre 4n 1

(c) Det finns en inflektionspunkt ndmligen « = 2. Funktionen &r konkav for x < 2 och
konvex for z > 2.

(d) y = 0 dr asymptot ndr x — oco. Inga andra asymptoter finns.

2. (a) Definitionsmingden &r hela reella axeln. Det finns en enda kritisk punkt nimligen x =
1. Teckenschema for derivatan ger att den kritiska punkten &r en lokal och global maxpunkt.
Maxvirdet ir g(1) = 7/4—1In /2. Grinsvirdet i oindligheten ir —oo. Grinsvirdet i minus
odndligheten dr —oco.

(b) (i) Allareella tal mindre in eller lika med 7/4 — In V2.
(i) Storsta virdet dr w/4 — In v/2, minsta virde saknas.

(iii) Tva, eftersom 1/10 &r mindre &n 7/4 — In /2 (titta pa grafen).

3. (a) Det finns oédndligt manga kritiska punkter (punkter dir derivatan &r noll), ndmligen
punkterna n27, dédr n ar ett godtyckligt heltal.

(b) Funktionen har inga lokala extrempunkter.

(c) Funktionen saknar storsta och minsta virde. (Den ér strangt vixande pa hela reella
axeln, de kritiska punkterna #r allihop terasspunkter (som alltsa inte &r extrempunkter)).

4. (a) Funktionen &r kontinuerlig for alla « # 0.

1, z <0,
(2—x)e™®, z>0.

b) f'(z) = {

Obs: strikta olikheter, f &r inte deriverbari x = 0.

Enda kritsika punkt ir x = 2.
(c) f antar sitt storsta véirde 3 (da z = 0) men inget minsta virde.

5.(a) Sitt f(x) = 2% + = — 1. Ekvationen &r d& ekvivalent med f(z) = 0. Derivatan &r
positiv overallt, vilket medfor att f &r stringt vixande och att hogst en 16sning kan finnas.

(b) D4 f(0) = —1 och f(1) = 1 och f dr kontinuerlig 6verallt foljer av satsen om mel-
lanliggande virden att det finns en 16sning mellan 0 och 1.

6. (a) f(x) dr definierat for alla z # 0. Teckenschemafor derivatan: Om = < —1 sd ér
f'(x) > 0 och funktionen &r alltsdstringt vixande. Om © = —1 sd dr f'(z) = 0.

10
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Om—1 < z < 0sd dr f/(x) < 0 och funktionen r alltsa stréingt avtagande. Om z = 0

sd dr f(x) intedefinierat. Om 0 < x < 1 sd dr f'(z) < 0 och funktionenir alltsa stringt

avtagande. Om x = 1sd dr f'(z = 0. Om = > 1 sd dr f'(z) > 0 och funktionen &ralltsa

strangt viaxande. Det foljer av teckenschematatt f har en lokal maxpunkti z = —1 och en

lokalminpunkti z = 1.

(b) Eftersom lim,_,q+ f(z) = oo och lim,_,q- f(x) = —oo sd ir linjen = 0 lodrit
2?41

x

1
asymptot till kurvan. Med hjilp av omskrivningen =z + —serviattlinjeny ==z
x

dr sned asymptot i +o00.

() -

. Ja, minsta virdet ir —1/4/e och storsta virdet dr 1/4/e. Se exempel 8 i bokens kap 4.6.

Hir maste man gora teckenschema for derivatan och beridkna grinsvirden i +oo for att
veta om storsta/minsta vérde finns.

. Ja, den hir funktionen #r kontinuerlig pa hela det slutna och begrinsade intervallet sa

storsta och minsta virde finns garanterat enligt max-min-satsen fran Kapitel 1. Dessa kan
antas 1 kritiska punkter, &ndpunkter eller singuldra punkter. Det finns en kritisk punkt x =
—3/4, en singuldr punkt 2 = 1 och dndpunkterna dr —1 och 2. Kolla dessa och se att
minsta virdet dr /2 (antas i den singulira punkten) och stérsta virdet dr 1 + /3 (antas i
hogra dndpunkten).

. Ytan stiger i takten 70— dm per minut.

(@1
(b) 1/2

(c) —1/3 (Man kan inte anvinda L'Hopitals regel hir eftersom gréinsvirdet man fér nér
man deriverar tiljare och nimnare inte existerar.)

d —1

(e) oo (Man ska inte anvinda L’Hopitals regel hir eftersom téljaren inte gar mot noll, men
ndmnaren gor det. L’Hopitals regel géller for grinsvirden av typen 0/0 eller co/oc.)

(f) cos1
Minsta avstandet #r v/3/2 lingdenheter.
Den storsta arean 4r 2¢ 1 (och antas di tangenten dras i punkten (1,e71)).

Lodrit asymptot z = 1. Sned asymptot i co &r y = x — 5. Sned asymptot i —oo ir
y=r+3

.%'2

(a) Det sokta polynomet ér p(z) = x — ER

b)ym2=f1)~1-3=3

11
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2/(c+1)*
3!

(c) Felet i approximationen i (b) ges av - 13 for ndgot ¢ mellan 0 och 1. Detta &r

hogst 1/3.

15. Formeln for feltermen ger att en Taylorutveckling av grad 3 récker. (Da % COS Ty =0
blir utveklingen i praktiken av grad 2). Detta ger cos 1—10 ~ 0.995 med ett fel som &r mindre
dn 1075,

16. Ett Taylorpolynom av grad 2 ridcker. Detta ger /104 ~ 10.198 med ett fel som dr mindre
dn5-1075.

17.(a) O
(b) 1
(c) o©
@ 3

18.-1/6

19.1

20. 2% — %6

21.172

22, -

23.

(Lokal (och globa) maxpunktixz = 1)

12
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24.

(Lokal och global maxpunkti z = e)

25.

(Lokal och global maxpunktiz = 1/ v/2, lokal och global minpunkt iz = —1//2)
26. Storsta virdet ir 1, minsta viirdet dr —e=37/4 /1/2.
27. (—7/2,m/2), inget storsta eller minsta virde finns (funktionen &r stringt vixande)

28. Inga 16sningar finns (gor en derivataundersékning av f(z) = xlnz och konstatera att
minsta virdet dr —1/e som ér storre 4n —1/2)

29.(a) Allax #0
(b) Allax # 0
(c) 1 respektive 0
d) f(x)=e " 2 240

(e) Dervatan dr negativ da x < 0 och positiv da x > 0, derivatan i origo saknas.

13
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() 1
30. Strangt konvex pd x > 2, stringt konkav pd = < 2. (kolla pd andraderivatans tecken!)
31.(a) 1/2
b1
32.py(z) =
3Bopa(r) =142 — T)+2(z — T)?
316

_ z? 3 .. .. ..
4. p3(zr) =z — %+ % och ndrmevérdet dr — <505

35. 2:a gradens taylorpolynom kring origo av e” ger ndrmevérdet 0.625, dér felet &r mindre 4n
1/48.

36. Andra gradens taylor runt origo ger narmevérdet 0.995, dér felet faktiskt till och med &r
mindre &n 10~°

37. Ytan stiger med 1/7 meter per timme.

38. Punkten &r (é, 1) och avstindet &r /3/2

14
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Modul 5: Integraler

Denna modul handlar om integraler. Det slas fast i en precis definition vad
som menas med att en funktion &r integrerbar pa ett intervall och vad i sa
fall integralen av f Over det intervallet dr. Men det &r inte definitionen man
normalt anvéinder for att rdkna ut integraler, utan andra metoder som bygger
pa definitionen. Den viktigaste satsen dr integralkalkylens huvudsats (the
fundamental theorem of calculus) som séger att derivata och integral i nagon
mening dr inversa operationer. En foljd av detta 4r att man kan anvénda pri-
mitiv funktion (pa engelska anti-derivative) for att rikna ut integraler. Ef-
tersom det ofta dr svart att hitta primitiva funktioner, sa har ett antal tekniker
utvecklats for detta andamal. De viktigaste dr variabelsubstitution och par-
tiell integration. For rationella funktioner kan partialbraksuppdelning (pa
engelska partial fractions) anvéndas. I praktiken dr forstas ocksa numeriska
metoder och programvara viktiga verktyg.

Det ér viktigt att du blir bra pa att integrera, sa trina mycket.

LASANVISNINGAR

Kapitel 2.10. Har ska du kunna beteckningen for antiderivata, dvs primi-
tiv funktion, och du ska kunna de primitiva funktioner som listas pa s. 152
(utom de som involverar sec och csc). Du ska ocksa forsta begreppen dif-
ferentialekvation och egynnelsevirdesproblem (initialvirdesproblem) och
kunna 16sa sadana som i exemplen i detta kapitel.

Kapitel 5.1. Du ska kunna anvinda summa-notation och kunna formulera
och anvinda summationsformlerna (a), (b), (d) i Theorem 1.

Kapitel 5.2. Du ska forsta och kunna genomféra areaberdkningar av den typ
som gors i exemplen i kapitlet. Observera att detta dr exempel pa Riemann-
summor som studeras i kommande kapitel.

Kapitel 5.3 - 5.5. Ett viktigt teoriavsnitt med definitionen av den bestimda
integralen och hérledning av dess egenskaper. Som hdjdpunkt visas huvud-
satsen om sambandet mellan derivata och integral. Aven om detta samband
ar s vélbekant att det verkar sjdlvklart &dr det i sjdlva verket ett djupt resul-
tat som bevisas - tank pa derivatans definition och den bestdmda integralens
definition, det &r inte uppenbart ifran dessa definitioner att den bestdmda
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integralen ges av skillnad i anti-derivata. Observera att det dr integralens
definition som gor att vi sedan kan anvidnda integralen for berdkning av
areor (och, som vi kommer att se, andra kvantiteter som ldngder, volymer,
massa, fysikaliskt arbete). Observera ocksa att det foljer fran definitionen
att vi kan approximera integraler med Riemannsummor.

Kapitel 5.6. Du ska kunna de grundldggande formlerna for primitiva funk-
tioner pa sid 320 (utom de som innehaller sec, csc, sinh och cosh). Du
ska ocksa kunna formeln for variabelsubstitution och anvinda i den typ av
beridkningar som exemplifieras 1 kapitlet. Formlerna for integration av tri-
gonometriska funktioner pa sidorna 323 och 325 &r det bittre att ldra sig
hirleda dn att memorera.

Kapitel 5.7 handlar om berzkning av areor for omraden begriansade av kur-
vor i planet. Visentligen dr detta repetition av gymnasiekunskaper och tillimpning
av tidigare kapitel.

Kapitel 6.1. Du ska kunna formeln {or partiell integration och anvédnda den
for berdkningar av den typ som exemplifieras i kapitlet. Avsnittet “Reduc-
tion Formulas” ingar ej.

Kapitel 6.2. Hela kapitlet ingér i kursen. Det &r viktigt att du forstar hur du
kan anvinda de metoder som beskrivs for att bestimma primitiva funktioner
till rationella funktioner.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 9

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjélv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvidnda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dir. Om inte, fraga en kamrat eller liraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!

2
Uppgift 1. Vi ska approximera integralen / % med Riemannsummor.
LT

(a) Ange en Riemannsumma med tva termer som &r en undersumma till
integralen.

(b) Ange en Riemannsuymma med fyra termer som dr en undersumma
till integralen.

(c) Anvind svaret i uppgift (b) for att ge ett narmevirde till In 2. Forklara!
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Uppgift 2. Berikna nedanstdende integraler (nir ska svaret innehalla en
godtycklig konstant och nér ska det inte gora det?)

dx
()/1+x2 (d)/?
b L 4 sy 1
<)/ —da (e)/(m +5) i

V32
12 V1—a2?

(c)

Uppgift 3. Berikna nedanstaende integraler med hjélp av angiven substitu-
tion.

V32

a —_— sitt u = 2x).
@) i )

(sdttt = 1 + z2).

i
®) /0 Niuwrh

0
(©) / ze ™ d (sitt t = 22).
-1

(d) / ln_x dx (sittt = Inx).

(e) / cos e (sétt u = sin x).

6 sin® x
Inv/3 et
— dt att u = eb).
(f)/0 1 oo (séttu = e")

Uppgift 4. Beridkna nedanstaende integraler med hjilp av partiell integra-
tion.

1 /2
(a) / xe “dx (c) / xsinz dz
0 0

Ve /2
(b) / rlnxdx (d) / 2?2 sinz dx
1 0
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1
/ e dr < 1
0

med hjélp av de grundldggande egenskaperna for integraler.

Uppgift 5. Bevisa att

Uppgift 6. Finns det ndgra symmetrier som gor dessa integraler littare att
berdkna? Beridkna dem!

1 1 1
(a) / sinx dx (b) / el dz (©) / arctan x dz
—1 —1 -1

Uppgift 7. Derivera nedanstaende uttryck med avseende pa x.

x 0 x?
(a)/ VI+tdt (b)/ V1+tdt (c)/ VIt tdt
0 T 0

Uppgift 8. Lit F(r) = / cos(t?) dt. Berdkna F'(0), F'(0) och F"(x) och
0
berikna sedan lim F(w)
z—0 X

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 10

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjélv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som ir oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvianda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dar. Om inte, fraga en kamrat eller ldraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!

Uppgift 9. Berikna nedanstaende integraler med hjélp av partialbraksuppdelning.

2 dx 2 dx 2 x?
b T —d
(a)/o x?2 -9 ()/0 x?+4x + 3 (C)/O 2 1ar 3"

Uppgift 10. Bestdm alla primitiva funktioner till
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|+ 4 — 22 40 4w —2
@ flr) = — ) g(a) = =

4 — 22

Uppgift 11. Berikna foljande integraler. Du kan behdva kombinera flera
metoder.

1 1/2 e
(a) / arctan r dx (b) / arcsin t dt (c) / (Inw)? du
0 0 1

Uppgift 12. Bevisa foljande olikheter med hjélp av de grundldggande egen-
skaperna for integraler.

1
(a)/ e l*l <2
-1

b b
(b)/sinzxda:</ |sinz|dx om a < b.

Uppgift 13. Hir dr en uppgift om Riemannsummor.

10 3

k 1
(a) Ange en integral som g (E) "T0 ir en Riemannsumma till.
k=1

n—oo

" RN 1
(b) Berikna (med hjdlp av en integral) griansvérdet lim E (—) -—.
n n

k=1

HEMUPPGIFTER

Uppgift 14. Bestdam med hjélp av variabelsubstitution alla primitiva funk-
tioner till

(a) f(z) = cos® zsinz
(b) g(z) =e“*Tsinx
(©) h(z)=zvV1l+zx

Uppgift 15. Bestim med hjélp av partiell integration alla primitiva funktio-
ner till
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(a) f(z) = 2%sinx
(b) g(z) =2"Inzx
) h(z)=zvV1+z

Uppgift 16. Bestim med hjilp av partialbraksuppdelning alla primitiva funk-
tioner till

1
@ f2) =55
X
® 92 = 25 ve

Uppgift 17. Berdkna nedanstaende integraler.

U de
_11+.I'2

1
(b)/ r?e % dx
0
“’)/ PN
@ /xlnx

1
(e) / xrarctan x dx
0

*sin /2
(f)/l N e

(g)/ 1_1;2

w/2
(h) / e’ sinx dx
0

(a)

1/2
(1) / arccos r dx
0
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v +1
Q)/x2+5x+6

1
Uppgift 18. Om man i integralen / V4 — x2 dx gor substitutionen x =

0
2sint, vad blir da de nya grénserna?

Uppgift 19. Skriv upp en Riemann-summa med fyra delintervall till inte-
2

gralen / — dx och forklara varfér summan ger en approximation av In 2.
LT

. o e sin(T)
Uppgift 20. Bestim grinsvirdet lim E &
n—oo

Uppgift 21. Visa, utan att rdkna ut integralerna, att .....

1
(a) / rcosxrdr =0
-1

1
(b) / e dx <1
0

() / rsinxdr

1/2
(d) / rlnxdr <0

l\DIr—t

Uppgift 22. Derivera med hjilp av huvudsatsen nedanstaende funktioner f
och ¢ med avseende pa . Ar derivatorna positiva eller negativa? Ar funk-
tionerna f och g vixande eller avtagande?

(@ f(z) = /xe_t2 dt,x >0
0

0
(b) g(z) = / e dt, x>0

2
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Uppgift 23. Ar (z) = e integrerbar pé intervallet [0, 1]? Kan du riikna ut
1
integralen / e~ dr med hjilp av primitiv funktion? Kan du approximera

0
integralen med hjédlp av en taylorutveckling av integranden sa att felet i
approximationen blir mindre dn 1/10?

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Om uppgifterna
ovan ir for svara kan det vara lampligt att forst 16sa nagra av de enklare
uppgifterna fran kursboken. Men man behover nog inte 16sa alla de rekom-
menderade uppgifterna ur boken.

Kapitel 5.1: 1, 3,7, 9, 17, 33. Kapitel 5.2: 1, 3. Kapitel 5.3: 1, 5,9, 11, 17.
Kapitel 5.4: 1, 3, 23. Kapitel 5.5: 3, 8, 27, 33, 39, 40, 41. Kapitel 5.6: 5, 6,
7,9, 21, 23, 43. Kapitel 5.7: 11, 17. Kapitel 6.1: 1, 3, 5, 7, 13, 21. Kapitel
6.2:1,5,9,11, 13, 23.

SVARARE UPPGIFTER

n+1 1
lim rsin | — | dzx.
n—oo n A

Uppgift 24. Berikna

Uppgift 25. Bestim alla primitiva funktioner till f(z) = =, = € (0, 1).

dt
Uppgift 26. Berikna integralen / o med hjélp av substitutionen r =
S1n

tan(t/2). Tips: vid denna substitution géller sambanden

1 — 22 ) 2x 2dx

cost = —— f= " dt=
1+ 22’ 1+ 22’ 1+ 22

(Kan du rikna ut denna integral pa nagot annat sitt?)

TENTAMENSPROBLEM

Tentamensproblemen &r av varierande svarighetsgrad. Generellt betyder hogre
nummer pa uppgiften svarare problem. De dr avsedda att ge en uppfattning
om vilken typ av uppgifter som kan forekomma pa tentamen. Du hittar tidi-
gare tentamen och 16sninar till dem pa Canvas.

2016-10-25: 8
2017-01-09: 7
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2016-01-11: 4
2016-06-10: 5
2018-10-23: 6
2019-06-07: 5
2020-03-09: 5
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

1

1
.(a) %5

111 1 1
0 — 5 +as 5+

1
— = 40 =~ 0.634
541 32 17 533/840 =~ 0.6345

11

2 4
(c) Eftersom integralen #r exakt In 2 approximerar Riemannsumman i (b) (och i (a)) detta
tal. S4 In2 ~ 0.6345. Felet i approximationen har vi nu inte analyserat sa vi vet inte hur
bra den ér.

. (a) arctan z 4+ C dir C' dr en godtycklig konstant.
(b) 2¢/1 + x + C didr C dr en godtycklig konstant.

(c) /6 (obs ingen konstant C hir!)

(d) In|z| 4+ C didr C dr en godtycklig konstant.

(e) %4 — 523 4 C dir C ir en godtycklig konstant.
.(a) m/24

(b) 1

l1—e

© 2e

) 1/2
(e) 3/2
® 5
() 12
®

©) 1

d) 7 —2

. Tips: om en funktion dr mindre &n en annan i ett helt intervall sd dr integralen Gver det
intervallet mindre 4n motsvarande integral for den andra funktionen.

.(@a) 0
(b) 2e —2 (integranden dr jamn och integralen = 2 fol e* dx.)

(c) 0 (integranden &r udda och intervallet symmetriskt runt origo.)

10



7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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(@ v1i+zx
(b)y —v1+=z

(©) 2zv1 + x2

. Vihar F(0) =0, F’(0) = 1 och F”(x) = —2x sin #® som 4r begrénsat nira origo s det

sOkta griansvirdet fas med Taylorutveckling eller I’Hopitals regel till 1.

Inb

. (a) o
Inb
n3g - —2
(b) In3 5

©)2+5n3 — g In5  (utfor polynomdivision forst.)

(a) In(x) + 4arctan(z) — In(z? + 1) + C, C godt konst

(b) In(z) — 2 4+ 3In(z — 1) 4+ C, C godt konst

™ 1
— —=-In2
(a)4 50

T V3
(b) E+7_1
(c)e—2

Tips: om en funktion dr mindre &n en annan i ett helt intervall sd dr integralen Gver det
intervallet mindre 4n motsvarande integral for den andra funktionen.

(a) /1 23 da
0
(b) 1/4
(@ —% + C, C godt konst
(b) —e** 4+ C, C godt konst
© 2z(z+1)3% - L(z+1)"? + C, C godt konst (kan forenklas)
(a) —x2cosx + 2xsinx + 2cosx + C, C godt konst

Zntl zn 1

(b) nJrllmz ERCESVER C' godt konst

© 2z(x+1)3% - L(z+1)>? + C, C godt konst (kan forenklas)

(@) +In|z — 3| — tIn|z + 3|+ C, C godt konst

11
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(b) —2In|x + 2|+ 3In|x + 3| + C, C godt konst
17. (a) 7/2

(b) 22

(¢) In(Inz) 4+ C, C godt konst

) F-3

(e) 2cosl —2cos?2

(f) /6

(@ 3(1+e7/?)

(h) 1+ 7=3v3

(i) 1+ =33

(G) * —10In |z + 3| + 5In |z + 2| + C, C godt konst
18. 0 och 7w/6

19. T.ex. (fyra lika stora delintervall med ldngd 1/4 och funktionsvirdet tas i hogra dndpunkterna):
JERSIEREIERTSE
Summan blir 533 /840 vilket &r en approximation av integralens virde. Eftersom integralen
kan riknas ut exakt till In 2 sa dr Riemannsummans virde ocksa en approximation av detta.
20. Grinsvirdet r 2/7. Tips: summan &r en Riemannsumma till fol sin(mx) dx
21. (a) Integranden dr udda och intervallet symmetriskt runt origo.
(b) Integranden dr mindre @n 1 och integralen av 1 6ver samma intervall dr 1.
(c) Integranden dr mindre &n z.
(d) Integranden &r negativ 6ver hela intervallet.
22.(a) f/(x) = e, f'(x) ir positiv och f r stréingt vixande.
(b) ¢'(z) = —e~" . 2, ¢'(x) dr negativ for z > 0 och g ér stringt avtagande.

23. Itur och ordning:
Ja (den é&r ju kontinuerlig)

Nej

12
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Ja (med fjéarde gradens taylorpolynom istéllet for e~ blir integralen 23/30 och integrerar
man vérsta tinkbara felet Gver intervallet sd ser man att noggrannheten blir den 6nskade)

24. Grinsvirdet dr 1. (Notera att det ej gar att berdkna integralen. Anvind limpliga uppskatt-
ningar.)

25. L(In(2? +2+1) —2In(1—2z) +2v/3 arctan( 2”\”/%1 ))+C, dir C &r en godtycklig konstant.

26. In

t
tan 2’ + C, med C godtycklig konstant. Ja.

13
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Modul 6: Baglingd och tillampningar

Denna modul handlar om kurvor i planet och integraltillimpningar. Kurvor-
na i planet kommer att vara viktiga hjalpmedel i kursen i flervariabelanalys
som kommer senare. Tillimpningar dr interessanta i sig sjdlva, men &r ocksa
ett sétt for oss att ytterligare trina integrationsteknikerna.

LASANVISNINGAR
Kapitel 6.5. Generaliserade integraler, lds och lir 1 sin helhet.

Kapitel 7.1-7.3 dr viktiga geometriska tillimpningar av integraler. Det ar
viktigt hér att kunna gora denna typ av hirledningar av integralformler med
hjilp av Riemannsummor och/eller motsvarande resonemang med differen-
tialer pa det sitt som demonstreras i dessa kapitel. Observera att baglangden
av en funktionsgraf ir ett specialfall av lingden av en parameterkurva i Ka-
pitel 8.4. Avsnittet “Areas of surfaces of revolution” ingar e;.

Kapitel 8.2. Lis sidorna 473-476 noggrant och lir dig begreppen sa att du
sjdlv kan 10sa uppgifter av samma typ som Exampel 1-7. Lds Exampel 8
och 9 forst nir du ér firdig med modulen 1 6vrigt.

Kapitel 8.4. Du ska kunna berdkna baglingd for en parameterkurva. Rota-
tionsytor genererade av parameterkurvor och avsnittet “Areas Bounded by
Parametric Curves” ingar ej.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 11

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjalv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvinda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret diar. Om inte, fraga en kamrat eller ldraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det dr
du som ska arbeta pad workshopen!

Uppgift 1. Ange pa vilket sétt dessa integraler dr generaliserade och beridkna
dem.
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* dx U dx
L
0 _

(¢) ooxe_”" dx

Uppgift 2. Avgor om nedanstaende generaliserade integraler dr konvergenta
eller divergenta.

(a) /Ooexd:c © /Oox+inxd:c
1 T 10 x
(b)/ —dx (d) /oowsinxdx

0

Uppgift 3. Avgor om nedanstaende generaliserade integraler dr konvergenta

eller divergenta.
>~ 1
dx (c) /2 po

@ /°°2+sm i (b)/

Uppgift 4. Avgor om nedanstaende generaliserade integraler dr konvergenta
eller divergenta.

+1+\/_
(a)/ ENEE: D

:1:\/_—|—:c

1 _ .3

© / RN
o T

Uppgift 5. Avgor om nedanstaende generaliserade integraler dr konvergenta
eller divergenta.

> sin(1/t) ! 1
dt .
@ /1 t ®) /0 Viin(t +1) a

(b)
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Uppgift 6. Avgor om det obegriansade omrade som ligger mellan kurvorna
2%+ 4+ 4

2 arg3 M 0 < x < 00, har dndlig area.

y=1lochy=

Uppgift 7. Hirled med hjidlp av Riemannsummor formlerna for rotations-
volym runt z— resp y-axeln och berikna sedan den rotationsvolym som
genereras nir omradet mellan kurvan y = 2°® och x-axeln pi intervallet
0 <z < 1roteras ett varv runt

(a) z-axeln.

(b) y-axeln.

Uppgift 8. Hirled foljande formler med hjélp av rotationsvolymsteknik.

473

(a) Volymen V" av ett klot med radie r ges av V' =

wr2h

(b) Volymen V' av en kon med basradie r och h6jd h gesav V' =

Uppgift 9. Berikna volymen av den kropp som uppstar da omradet mellan
kurvan y = +/1 — x och koordinataxlarna roteras ett varv runt

(a) z-axeln.

(b) y-axeln.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 12

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjalv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det dr du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvinda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret diar. Om inte, fraga en kamrat eller ldraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det dr
du som ska arbeta pa workshopen!

Uppgift 10. Ange en ekvation for en ellips runt origo med halvaxlar 3 och
4. Finns det mer &n ett alternativ?
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Uppgift 11. Rita dessa kurvor.
(a) 22 +2y? = 4.
(b) 2% +2y% — 4y = 2.
() x+y?>=1.

(d) 2> =1+ ¢

Uppgift 12. Parametrisera dessa kurvor.

(a) 22 +y? = 2.
(b) 22 +y?> — 22 -3 =0.
) y*=z+1.

Uppgift 13. Berikna lingden av kurvan y = In(1 — z?), 0 <z <1/2.
Uppgift 14 (Kursboken 7.3: 1, 3 och 8.4: 1, 5). Rita kurvorna, och bestim
deras bagldngder.

(@ y=2r—1,(1 <z <3).

(b) 3y =22%2 (0 <z < 8).

() z =3ty =2t (0<t <1).

(d) x =t*sint,y = t*cost, (0 < t < 2m).

1
Uppgift 15. Betrakta integralen [ = / e dz.
0

(a) dr e~ integrerbar pa intervallet [0, 1]? Varfor?
(b) Kan du berikna [ exakt med hjélp av primitiv funktion?
(c) Kan du approximera /? Gor det!

4
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Uppgift 16. En cylindrisk silo med radie 2 meter och hojd 6 meter ar full-
packad. Densiteten p av innehallet varierar med hojden A enligt formeln

ton/m?>.

1+

o>

Beridkna massan av innehallet i silon.

Uppgift 17. Ett fordon startar fran stillastdende och kor 30 minuter rakt
framét med accelerationen 2 + 60t km/h?. Vad #r fordonets hastighet efter

30 minuter? Hur langt hinner fordonet?

Uppgift 18. For en viss fjader géller att kraften som krivs for att trycka
ihop fjadern = meter dr F'(z) = x/2 N. Hur stort arbete krdvs for att trycka

ihop denna fjdder 1/10 meter?

HEMUPPGIFTER

Uppgift 19. Ange pa vilket sitt nedanstaende integraler dr generaliserade

och berikna dem.
> 1
(a) / —dx
0o €*
49 dl‘
(b) / ar
0 VT
* dx
©) /1 NG
> 1
d d
@ /1 2

(e) / ze ™ d
1

Uppgift 20. Avgor om nedanstaende generaliserade integraler dr konver-

genta eller divergenta.

(a)/ ~dx
1 e
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o 1

19 TVT+1

o 1
(¢) / cos — dx
1 x

x> —Inzx
(d)/ xS\/_qunxdx

(b)

1
(e) / —dx
| arctanx
1
1
® / —dx
o sinz
<1
© [ s
s Tlnz

Uppgift 21. Bestam arean mellan z-axeln och kurvan y = 4_1$2 pa interval-
let0 <x <1.

Uppgift 22. Beridkna volymen av den rotationskropp som uppstar da omradet
mellan x-axeln och kurvan y = x%l paintervallet 0 < x < 1 roterar ett varv

(a) runt z-axeln

(b) runt y-axeln.
Uppgift 23. En 20 meter hog cylindrisk silo med radie 10 meter dr packad
med ett material som pa hojden h meter over bottenplattan har en densi-

tet som &r p(h) = 5 + 717, ton per kubikmeter. Hur mycket viger innehallet i
silon.

Uppgift 24. Berikna langden av kurvan y = cosh z, 0 < x < 1. Per defini-
tion ar
coshz = % Funktionen kallas cosinus hyperbolicus.

Uppgift 25. Berikna ldngden av kurvan med parametrisering x = ¢, y =
In(1 — ¢?), da t genomldper intervallet frén 0 till 1/2.

6
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Uppgift 26. Parametrisera dessa kurvor:
(a) Cirkeln 22 + ¢y =4
(b) Cirkeln med medelpunkti (1,2) och radie 3
(c) Kurvan med ekvation 2? — 2z + 4% — 4y —4 =0
(d) Kurvan med ekvation y = 22,0 < 2 < 2

(e) Ellipsen 22 + 2% = 1

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Om uppgifterna
ovan dr for svara kan det vara lampligt att forst 10sa nagra av de enklare
uppgifterna fran kursboken. Men man behdver nog inte 16sa alla de rekom-
menderade uppgifterna ur boken.

Kapitel 6.3: 1, 3, 9. Kapitel 6.5: 1, 3, 5, 15, 23, 33, 34, 35. Kapitel 7.1: 1, 3,
5, 13, 19, 21. Kapitel 7.2: 1, 3. Kapitel 7.3: 3, 11, 21. Kapitel 7.4: 1, 3, 5.
Kapitel 7.6: 1, 7. Kapitel 7.7: 1, 5.

SVARARE UPPGIFTER
TENTAMENSPROBLEM

Tentamensproblemen &r av varierande svarighetsgrad. Generellt betyder hogre
nummer pa uppgiften svarare problem. De &r avsedda att ge en uppfattning
om vilken typ av uppgifter som kan forekomma pa tentamen. Du hittar tidi-
gare tentamen och 16sninar till dem pa Canvas.

2017-03-17: 8
2018-01-08: 5
2016-06-10: 9
2016-10-25: 6
2017-03-17: 9
2018-06-08: 7
2019-01-07: 7
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

1. (a) Obegrinsat intervall. 7/2.
(b) Integranden obegrinsad niar z — 1. w/2.
(c) Obegrinsat intervall. 2/e.
(d) Integranden obegrinsad nir z — 1. 2.
(e) Obegrinat intervall. 2.
2. (a) Konvergent.
(b) Divergent.
(c) Divergent.
(d) Divergent.
3. (a) Konvergent.
(b) Divergent.
(c) Konvergent.
4. (a) Divergent.
(b) Konvergent.
(c) Divergent.
5. (a) Konvergent. Tips: sin(z) < x for alla x > 0.

(b) Divergent. Tips: In(z) < z — 1 for allaz > 0.

n3
5 -

6. Arean dr
7.(a) /7
(b) w7

8. (a) Tips: Klotet ir den rotationskropp som genereras nir y = /72 — 22 pd intervallet
—r < x < r roteras runt x-axeln.

8. Tips: Konen ir den rotationskropp som genereras nér y = ra/h pé intervallet 0 < x < h
roteras runt x-axeln.

9. (a) w/2

(b) 87/15



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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m2+2
9 1

<

= 1 (Det finns fler alternativ.)

(=

(a) Det ir en ellips.

(b) Det dr samma ellips som i (a), men med centrum i (0,1).
(c) Det ir en parabel.

(d) Det ir en hyperbel.

(@) T.ex.z = v/2cost, y = 2sint, t € R.

(b) T.ex.x =1+ 2cost, y =2sint, 0 <t < 2.
) Tex.xz=t>—1,y=t, teR.

In3— 3

(@) 2v5

(b) 52/3

(c) 4v/2 —2

@ 5((1+7%)%2—1).

(a) Ja! Funktionen &r kontinuerlig pa det slutna begrénsade intervallet. Darfor dr den inte-
grerbar.

(b) Nej! Det gar inte att skriva upp en primitiv funktion med hjilp av elementéra uttryck.

(c) Det finns flera sitt. Ett sitt 4r med hjédlp av Riemannsummor (eller trapetsregeln om
man kénner till den). Ett annat sétt dr att Taylorutveckla. Om man Taylorutvecklar integran-
den upp till grad 4 sa far man att

1 4

I~ / <1 R z2> dx = 23/30 ~ 0.77. Felet i denna approximation &r mindre dn
0

1/42.

167 ton.
Sluthastigheten dr 8.5 km/h och fordonet hinner 1.5 km.

var: 1/400 Nm. Losning: Arbete ir kraft gdnger vig, om kraften ér konstant och i vigens
riktning. Problemet hir &r att kraften inte dr konstant. Da far man gora sa hér: Dela in inter-
vallet fran O till 1/10 i manga smé delintervall. P4 ett litet sddant delintervall av lingd Ax
vid en punkt z dr kraften ungefir konstant (om delintervallet #r litet sa hinner inte kraften
dndra sig sa mycket under det lilla intervallet eftersom kraften varierar kontinuerligt). Ar-
betet for att gora den lilla lingdidndringen Az vid punkten x blir ddrfor ungefir F'(z)Aw.

9



19.

20.

21.

22,

23.
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Arbetet for att gora hela lingdéndringen blir summan av arbetena pa alla dessa sma delin-
tervall, vilket 4r en Riemannsumma som nir delintervallens ldngd gar mot 0 konvergerar
mot integralen

1/10 1/10 . 1
/ F(a:)dx:/ —dr=— Nm
) , 2 400

som alltsa &r det arbete som krévs for att lingdindra fjadern 0.1 meter.

Ibland skriver man i tillimpningar ovanstdende resonemang betydligt mer kortfattat un-
gefir sa har:

Arbetet for att gora en liten ldngdédndring dx vid punkten x ér F(x) dx. Hela arbetet fés
genom summation till

1/10 1/10 1
/ F(m)dx:/ Lder = — Nm
0 0

som alltsa dr det arbete som krévs for att lingdindra fjadern 0.1 meter.
(a1

(b) 14

(c) 2

(d) In2

(e) 1/2e

(a) Konvergent (integranden &r mindre &n e, integralen kan ocksa riknas ut med partiell
integration)

(b) Konvergent (integranden dr mindre 4dn 1/x+/x)

(c) Divergent (integranden ir storre dn 1/2)

(d) Konvergent (samma uppskattning som i uppgift B giller)
(e) Divergent (integranden ir storre dn 2/7 )

(f) Divergent (integranden idr storre dn x)

(g) Divergent (primitiv funktion ir In(ln x))

i In 3

(a) m/2

(b) 27r(1 —1n2)

1007 In 21 ton

10
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2.4~ 1)
25.In3 - %

26. (a) x = 2cost, y = 2sint, t € [0, 27]
(b) x =1+ 3cost, y =2+ 3sint, t € [0, 2m)
(c) Samma kurva som i uppgift (b) och samma svar!
dz=ty=t3,0<t<2

(e) x = cost, y = %sint,t € [0,2m)

11
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Modul 7: Serier

Denna modul handlar om talfoljder och serier. Tva viktiga begrepp som
man maste ha koll pa dr konvergens och divergens. Det dr ocksa viktigt att
ldra sig hur man kan avgora om en serie dr konvergent eller divergent. Vi
har vissa verktyg tillgdngliga for att kunna avgora hurvida en serie ir kon-
vergent eller divergent. Dessa idr integraltestet, jimforelsestestet, kvottestet,
och rottestet. Att kunna anvinda dessa tester dr ett centralt tema for denna
modul.

LASANVISNINGAR

Kapitel 9.1 handlar om talfoljder, ett begrepp vi behover for att kunna prata
ordentligt om serier. Hela kapitlet ingar.

Kapitel 9.2-9.3: Hir definieras vad en serie dr, vad vi menar med att den
konvergerar respektive divergerar, och hur man kan avgéra om sa kallade
positiva serier konvergerar. Kapitlet ingar i sin helhet i kursen.

Kapitel 9.5: Fran detta avsnitt ingar endast definitionen av en potensserie.

Kapitel 9.6: I detta avsnitt behandlas Taylorserier. Det ricker att kdnna till
definitionen av en Taylorserie.

Angaende potensserier och Taylorserier ska man ocksa kénna till att serier
dir termerna innehéller en variabel x kan konvergera for vissa x men diver-
gera for andra, samt att anvinda metoderna fran Kapitel 9.3 for att avgora
for vilka = sadana serier konvergerar. Djupare teori om potensserier ingar
inte 1 denna kurs.

UPPGIFTER TILL WORKSHOP 13

Under workshopen arbetar du med uppgifterna nedan, antingen sjélv eller
i grupp. Om du inte kan 16sa en uppgift, fundera pa precis vad det &r du
inte forstar. Ar det ett begrepp som #r oklart? Ar det en metod som du inte
kan anvidnda? Ga tillbaka till boken eller anteckningarna och se om du kan
hitta svaret dir. Om inte, fraga en kamrat eller liraren. Be bara om hjilp
med precis det du inte forstar, inte om hela 16sningen pa uppgiften. Det &r
du som ska arbeta pa workshopen!
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Uppgift 1. Avgor om nedanstdende serier dr konvergenta eller divergenta.
Tips: gar termerna mot 0?

> T > 1
- b -
@ ; o8 k ®) ; arctan k

Uppgift 2. Avgor om nedanstdende serier dr konvergenta eller divergenta.
Kan du beridkna dem?

@ o ® > 5 © 3 e
k=0 k=2 j=1

Uppgift 3. Nagon pastar att serien
>
k
k=1
ar konvergent eftersom termerna gar mot noll. Har denna nagon ritt?
Uppgift 4. Avgor om nedanstaende serier dr konvergenta eller divergenta,

genom att jimfora med lamplig serie eller med en integral. Du behover inte
beridkna dem.

=, 10
(a) —

1 |
()Z +]+nj

Uppgift 5. Serien Y~ # ar konvergent, dvs partialsummorna sy = Zf:[ 1 %
konvergerar mot ett tal s. Hur manga termer ska man ta med i en partial-
summa for att approximera serien med ett fel som dr mindre &n 0.01?

1
Uppgift 6. Avgor om Z Tk ar konvergent eller divergent, genom att

jamfora med en lamplig 1ntegra1

Uppgift 7 (Kursboken 9.3: 1, 3, 7, 11, 19, 23). Avgor om serierna dr diver-
genta eller konvergenta. Anvind lampligt test.
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= 1 =1 = (n!)
@ 2_; n?+1 © 2_; In(n)3 ©) 2_; n2en

T TS
Uppgift 8. Visa att
%<;\/ﬁ<;+1> = 7H2—1'
Uppgift 9. Bestam Maclaurin-serierna till
(a) sinx (b) cos(2z) (c) e* d) e*’

Uppgift 10. Avgor for vilka x > 0 nedanstaende potensserier konvergerar.
oo xn oo Q:n
E = b § i
(a) n=0 2n ( ) n=0 n?

HEMUPPGIFTER

Observera att denna modul innehaller repetition, sa uppgifterna nedan kom-
mer fran hela kursen. De &r pa tentaniva. Nagra av dem dr ocksa riktigt
svara!

Uppgift 11. Avgor om dessa serier dr konvergenta eller divergenta.

=1
(a) Z 1_|_n2
n=0

=1
b
®) ;n2+n
> 1
(C);arctann

=1
d) nz:;nlnn
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w/2
Uppgift 12. Berikna integralen / sin? z da.
0

Uppgift 13. Bestéim virdemingden till funktionen f(x) = In(1 + 2?) —
2arctan .

Uppgift 14. Berikna de geometriska serierna nedan.

@) "
n=0

>
n=1

Uppgift 15. Bestdm alla lokala extrempunkter/extremvirden till funktionen

1+z . o . N
f(z) = ———. Har funktionen ndgot storsta eller minsta vérde?
e

Uppgift 16. Visa med hjilp av Cauchys integralkriterium att

T o= 1 T+ 1
— < <
2_2(1+n)\/ﬁ_ 2

n=1

Uppgift 17. Visa att  — In(1 + ) > 0 for alla z > 0.

Uppgift 18. Berikna volymen av den rotationskropp som uppstar da omradet
mellan x-axeln och kurvan y = e¢™* pa intervallet 0 < z < 1 roterar ett varv

(a) runt z-axeln.

(b) runt y-axeln.
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Uppgift 19. Lat funktionen f vara definierad genom
flz)=—, e<z<m.
Bestdam storsta och minsta vérdet av f och svara sedan pa fragan: vilket &r

storst, €™ eller 7¢?

Uppgift 20. Bestim alla 16sningar till differentialekvationen y” (t) +v/(t) =
0 som idr begréinsade.

Uppgift 21. Bestim lingden av kurvan med parametrisering = cos®t, y =
sin®t, 0 <t < 7/2.

Uppgift 22. Lat funktionen f vara definierad for alla reella tal = genom

e~1/2? T
f(x)z{ ey

0 omzx =0
(a) Ivilka punkter x dr f kontinuerlig?
(b) I vilka punkter x &r f deriverbar?

(c) Antar f ett storsta och ett minsta viarde? Bestam dessa i sa fall.

Uppgift 23. Beridkna nedanstaende integraler.

1
(a) / arcsint dt
0

/2
(b) / t?sint dt
0

Uppgift 24. Lat f(z) = €” sin x och gor foljande.
(a) Ta fram Taylorpolynomet p(z) av grad 2 kring = 0.

(b) Skriv upp resttermen, dvs ett uttryck for f(z) — p(z).

fla)—o

(c) Anvind ovanstaende for att berdkna gransvirdet hH(l)
Tr—r

5
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Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Om uppgifterna
ovan dr for svara kan det vara lampligt att forst 16sa nagra av de enkla-
re uppgifterna fran kursboken som listas ovan. Men man behover nog inte
16sa alla de rekommenderade uppgifterna ur boken.

Kapitel 8.1: 1, 3, 5. Kapitel 8.2: 1, 7. Kapitel 8.5: 9, 13. Kapitel 9.1: 1, 3,
17. Kapitel 9.2: 1, 5. Kapitel 9.3: 1, 3, 27, 29, 35.

SVARARE UPPGIFTER
TENTAMENSPROBLEM

Tentamensproblemen &r av varierande svarighetsgrad. Generellt betyder hogre
nummer pa uppgiften svarare problem. De &r avsedda att ge en uppfattning
om vilken typ av uppgifter som kan forekomma pa tentamen. Du hittar tidi-
gare tentamen och 16sninar till dem pa Canvas.

2017-03-17: 9
2018-06-08: 7
2019-01-07: 7
2016-01-11: 9
2017-01-09: 9
2018-10-23: 5
2020-06-03: 6
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

1. (a) Divergent
(b) Divergent

2.(a) 2
(b) 1/2, tips: bryt ut 1/22 och anviind formeln fér geometrisk summa pa det som ir kvar.
() . tips:e™d = (1/e)’.

3. Nej, serien dr divergent (det 4r den harmoniska serien). Att termerna i en serie gar mot noll
ar inte ett tilrackligt villkor for att serien ska vara konvergent.

4. (a) Konvergent
(b) Konvergent
(c) Divergent

5. 100. Tips: jaimfor s — sy = ZZO:NH n% med en integral.

6. Divergent

7. (a) Konvergent
(b) Divergent
(c) Divergent
(d) Divergent
(e) Divergent
(f) Konvergent

8. Den forsta olikheten foljer av att den forsta termen i serien ér 1/2. For den andra olikheten,
skriv serien som 1/2 + > = 2°° ... och uppskatta summan med hjilp av integralen

flocmdx.
9.(a) x — %? + %‘: 4= Z?:o(_l)n(gjffl;!
(b) 1-— % + (21!)4 Fe =30 (—1)m (2;7))/!2".
© l+a+2 4% 4. =y o0
) T+a2 424 4. =30 of

10. (a) Konvergent for z € [0, 2).
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(b) Konvergent for = € [0, 1].
11. (a) Konvergent
(b) Konvergent
(c) Divergent
(d) Divergent
(e) Konvergent
12. 7/4 (anvind en trig formel)
13. [In2 — 7, 00) (gor en derivataundersokning och kolla grinsvirdena i -00)

14. (2)

1
1—1
(b) 1

15. Lokal maxpunkt i « = 0 dédr funktionen har virdet 1 som ocksa &r funktionens storsta
vérde. Minsta virde saknas.

16. -
17. Gor en derivataundersokning av f(z) =  — In(x + 1), > 0.
18. (a) (L — <°)
(b) 2m(1 — %)
19.e™ > 7°
20. y(t) = C, ddr C &r en godtycklig konstant, ér alla begrinsade 16sningar till diffekvationen.
21.3/2
22.(a) Allax
(b) Alla x (anvind derivatans definition i origo, annars deriveringsregler)
(c) Minsta virdet dr 0, storsta virde saknas
23.(a) /2 -1
b) m—2
24. (a) p(x) = x + 22

(b) 2¢e¢(cos ¢ — sin ¢)x? /3! for ndgot ¢ mellan 0 och

8
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