SE'1625, 1osningsforslag till extra utmanande
seminarieuppgifter

Allmana kommentarer om losningsforslagen

For det forsta: dessa uppgifter ar langt 6ver vad som kravs for att fa A pa tentan i SF1625.
Varje deluppgift ar 6ver A-niva.

Dessa l6sningar kan vid forsta anblick verka langrandiga, med méanga upprepade formuleringar
om antaganden och kvantifieringar i stil med ”for alla A som uppfyller B”. Anledningen &ar
att det ar avgorande att gora precisa pastaenden och kvantifiera korrekt for att skriva giltiga
matematiska bevis. Med tiden utvecklar man en intuition for logiken bakom sadana resonemang,
och da kan man argumentera korrekt utan att alltid skriva ut alla detaljer. Men for att na dit
maste man forst bygga upp en stabil forstaelse for logiken i bevisen; forst da kan man tryggt
uteldmna detaljer utan att riskera felaktiga argument. Man ocksa fler verktyg for att bedéma
rimligheten hos delar av resonemang och kunna avgransa just det som ar kritiskt i situationen.
Begreppet utan inskrankning (eng. without loss of generality, WLOG) &r till exempel vildigt
vanligt bland matematiker, och handlar om att gora sig av med detaljer som &r mindre viktiga
an andra pa ett sitt som dnda ar logiskt korrekt.

Extra utmanande uppgift fran seminarium 3

Lat I C R vara® ett intervall. En funktion f : I — R siigs vara glatt om den i varje punkt kan
deriveras hur manga ganger som helst. Vi séger att f ar Lipschitzkontinuerlig om det finns en
konstant K sadan att |f(z) — f(y)| < K|z —y| for alla z,y € I.

(a) Ar alla glatta funktioner f : I — R Lipschitzkontinuerliga? Ar alla Lipschitzkontinuerliga
funktioner f : I — R glatta? Blir svaren annorlunda om vi antar att I &ar ett slutet och
begréansat intervall? Bevisa eller ge motexempel for varje pastaende.

(b) Regularitet: Antag att f: R — R &r glatt, och antag att y : I — R &r en funktion definierad
pa ett oppet intervall I C R, som uppfyller y(xo) = yo, {6r ndgot xo € I och nagot yo € R,
och y/(x) = f(y(x)) for alla z € I. Visa att y ar glatt.

Foljande sats kan vara anvandbar for att 16sa de aterstaende uppgifterna:

INotera att I dven kan vara hela R, eller vara obegrinsat i en riktning.



Sats 1. Antag att xo,yo € R, och att f : R — R dr en Lipschitzkontinuerlig funktion. Da finns
ett € > 0 och en funktion y : (xg — €, 29 + €) = R som uppfyller y(zo) = yo och y'(x) = f(y(x))
for alla x € (xg — €,20 + €), och som dr den unika funktionen som uppfyller dessa villkor. Med
andra ord, om § : (xg — €,xg + €) — R ar en annan funktion som uppfyller §(xo) = yo och
7' (z) = f(g(x)) for alla x € (x0 — €, 20+ €), sa dry=7.

Satsen dr ett specialfall av Picard-Lindeldfs sats, och ni far anviinda satsen utan? bevis.

()

Global entydighet: Antag att f och y uppfyller villkoren i deluppgift (b), men antag ocksa
att f ar Lipschitzkontinuerlig. Visa att y dr den wnika funktionen pa intervallet I som
uppfyller dessa villkor. Med andra ord, visa att om g : I — R &r en annan funktion som
uppfyller §(xg) = yo och §'(z) = f(g(z)) for alla x € I, s& &r y = §.

Global existens: Antag att f : R — R &ar glatt, Lipschitzkontinuerlig och begrinsad, och
att zg,yo € R. Visa att det existerar en funktion y : R — R, definierad pa hela R, sadan
att y(xo) = yo och y'(x) = f(y(x)) for alla z € R.

Visa att resultatet fran deluppgift (d) galler &ven utan antagandet om att f &r Lipschitzkon-
tinuerlig.

Visa att resultatet fran deluppgift (d) géller d&ven utan antagandet om att f &r begrdnsad
(men fortfarande med antagandet om att f &r Lipschitzkontinuerlig).

Visa att resultatet fran deluppgift (d) inte géller om bada dessa antaganden tas bort.
Med andra ord, ge ett exempel pa en glatt funktion f : R — R (som enligt deluppgift (e)
och (f) varken kan vara Lipschitzkontinuerlig eller begréinsad), tillsammans med konstanter
Zo, Yo € R, sddana att det inte existerar nagon funktion y : R — R som uppfyller y(zo) = yo
och y'(z) = f(y(z)) for alla z € R.

Losning

(a)

Funktionen f(z) = |z|, definierad for alla z € R, &r inte glatt, men den &r Lipschitzkontin-
uerlig, eftersom det for alla x,y € R géller

[f(@) = fW)] = [lz| = lyll < |z —yl,
dar olikheten ar en direkt konsekvens av triangelolikheten.

Funktionen g(x) = 22, diir # € R, ir glatt. Den dr diremot inte Lipschitzkontinuerlig, enligt
foljande resonemang. For alla x,y € R géller |g(x) — g(y)| = |z + y||z — y|, och om ¢ hade
varit Lipschitzkontinuerlig hade det funnits en konstant K sadan att |g(z)—g(y)| < K|z—y|
for alla z,y € R. Detta hade da &ven géllt for alla konstanter som ar storre an K, sa vi kan
utan inskrankning anta att K > 1 (vilj ett storre K om detta inte skulle vara fallet). Om
vilater x = K och y = 1, hade det da gallt att |g(z)—g(y)| = | K+1||z—y| = (K+1)]z—yl.
Eftersom K > 1, sa ar x # y, och alltsa hade det géllt att |g(z) — g(y)| > K|z — y|, vilket
hade varit en motsédgelse mot antagandet att g ar Lipschitzkontinuerlig.

Den tidigare namnda funktionen f ar fortfarande Lipschitzkontinuerlig och ickeglatt om
man begransar definitionsméngden till [—1,1]. Tillsammans visar detta att Lipschitzkon-
tinuerliga funktioner inte behover vara glatta, oavsett om definitionsméngden &r ett slutet

2Beviset kriver verktyg ni inte kommer ldra er i denna kurs, sasom teori for metriska rum, speciellt Banachs
fizpunktsats (for bakgrund till detta, se exempelvis boken Principles of Mathematical Analysis av Walter Rudin,
som anvénds i kursen SF1677 Analysens grunder). Det kraver dven viss teori om integraler, som ni inte har gatt
igenom i kursen &nnu.



och begrénsat intervall eller inte, och att glatta funktioner inte behover vara Lipschitzkon-
tinuerliga nar definitionsméngden ar ett intervall som inte ar slutet och begrénsat.

Déremot ar alla glatta funktioner pa ett slutet och begridnsat intervall Lipschitzkontin-
uerliga. Om h : I — R &ar en glatt funktion pa ett slutet och begridnsat intervall ar
funktionen |h'| kontinuerlig och antar ett maximum K pa intervallet. Lat x,y € I vara
godtyckliga; da sdger medelvéirdessatsen att det finns ett ¢ mellan z och y sadant att

(x —y)f'(c) = (f(z) = f(y)). Det betyder att |f(z) — f(y)| = [f'(c)llz —y| < K|z —y].

Det gar att visa med induktion att om y ar C* och f &r glatt, sa dr foy ocksa C*. Eftersom
y #r deriverbar ar y kontinuerlig, dvs. y &r C°. Antag nu att y ar C* for nagot k > 0, och
att ' = foy. Da dr i ocksa CF, sa att y ar CF+1.

Med induktion fas att y &r C* for alla naturliga tal k, vilket dr ekvivalent med att siga att
y ar glatt.

Antag motsatsen, alltsa att y(z1) # g(x1) for nagot x; € I. Lat oss forst hantera fallet
dir x; > xg. Om vi later A C I vara méngden av tal x > xg sadana att y(t) = g(t) for
alla t € [z, z], innebar detta att x1 ¢ A, och det innebér dven att x ¢ A for alla x > x4.
Speciellt ar x; en 6vre grans for A. Enligt supremumaxiomet for de reella talen finns det
ett supremum (minsta 6vre grians) xo € R till A, det vill siga en 6vre gréns till A som &r
mindre én eller lika med alla andra 6vre grénser till A.

Notera nu att xo — 1/n inte ar en Gvre grins till A nér n ar ett positivt heltal (enligt
definitionen av supremum). Déarfor finns det nagot > o — 1/n som tillhér A (annars
hade xo — 1/n varit en 6vre grins till A). Eftersom z tillhor A innebér det att y och §
ar identiskt lika pa intervallet [zg, 2], sd bland annat innebér det att de &r identiskt lika
pa intervallet [xg, 22 — 1/n]. Men alla punkter x som uppfyller zg < & < 3 &r mindre &n
29 — 1/n for nagot n, sa det innebér att y(x) = g(x) or alla x med xg < z < 3. Om x4
ar den hogra dndpunkten for I betyder det hir forstas att det inte kan finnas nagot x € 1
med x > 0 dér y(zo) = §(zo), vilket 4r en motségelse. Lat oss darfér anta att x2 inte &r
den hogra dndpunkten for I, i vilket fall x5 € I. Da ar dven

y(w2) = thrgZ y(re) = thrgz §(w2) = g(x2),

sa att xo € A.

Lat oss nu definiera y2 = y(z2). Enligt Sats 1 vet vi att det finns en omgivning (2o —
€, 22 +¢€) C I till zo dér y ar den unika 16sningen till differentialekvationen som uppfyller
y(z2) = y2. Men vi visade nyss att dven g(x3) = ya, och vi vet enligt antagande att §
uppfyller differentialekvationen pa den omgivningen. Fran detta foljer det att § maste vara
identiskt lika med y pa (x2 —€, x2+€), och eftersom vi redan vet att y och § &r identiskt lika
pa [zg, z2) ger detta att de dven &ar identiskt lika pa [z, z2 + €). Speciellt tillhor zo + €/2
méngden A, vilket ar en motsigelse, eftersom s + €/2 > x9 och eftersom xy dr en dvre
gréns till A.

Resonemanget dir de skiljer sig i nagon punkt zq till vinster om xq (dvs. 1 < xg) &r
néstan likadant, férutom att man anvénder sig av infimumegenskapen, som séger att varje
méngd av reella tal som har en undre grans har ett infimum (en stérsta undre gréns).

Om y ar en l6sning pa ett 6ppet intervall Iy som innehaller zg, och § dr en 16sning pa ett
Oppet intervall Iy som innehaller xg, sa kan vi definiera ¢ : I U I — R genom att lata

i) = {?{m’ reh

J(z), x¢€ L.



For punkter x som ligger i bada intervall ger detta tva olika definitioner av vardet ¢, men
fran deluppgift (c) vet vi att y och ¢, betraktade som losningar pa intervallet Iy N I, maste
vara identiskt lika, s& de tva olika definitionerna av §(x) &r i dessa fall lika.

Lat nu I vara unionen av alla intervall pa vilka l6sningar ar definierade. Och definiera
y : I — R enligt foljande:

For varje x € I finns nagot intervall J, som innehaller bade zy och z, pa vilket det finns en
l16sning g : J — R pa differentialekvationen och initialvillkoret; vi definierar y(z) = g(z).
Detta &r oberoende av vilket intervall J och vilken l6sning 7 som valdes, eftersom att
tva sana l0sningar sammanfaller pa ett intervall som ocksa innehaller zy och z, och en-
ligt deluppgift (c) darfor ar identiskt lika déar. Eftersom y i en omgivning av varje punkt
sammanfaller med nagon 16sning gar det att verifiera att y ocksa uppfyller differentialek-
vationen (da derivatan i en punkt bara beror pa funktionsvirdena i en omgivning av den
punkten). Funktionen y uppfyller forstas dven initialvillkoret y(z¢) = yo.

Det aterstar att visa att I maste vara hela R. Som ett steg i det ska vi visa att y’ maste
ha konstant tecken, dvs. maste vara antingen positiv, negativ, eller noll 6verallt.

Antag forst att y'(x1) = 0 for nagot x1 € I. Isafall ar funktionen ¢ : R — R, definierad som
g(x) = y(z1) for alla = € R, en funktion som uppfyller g(x1) = y(x1) och §'(x) = f(§(z))
for alla x € I. Eftersom y ocksa l16ser samma initialvéirdesproblem, dvs. y(z1) = y(z1)
och ¢/(z) = f(y(x)) for alla x € I, ger resultatet fran deluppgift (c) att y = § pa I. Men
eftersom y ar den 16sning pa detta initialvardesproblem med storst definitionsmangd maste
definitionsméngden till y vara hela R. Vi har darmed bevisat att resultatet géller i det fall
dar ¢’ blir 0 i nagon punkt, sa vi kan i resten av losningen pa denna deluppgift anta att
sa inte ar fallet. Men eftersom y ar glatt dr v’ kontinuerlig, s med detta antagande kan
1y’ inte anta olika tecken, da satsen om mellanliggande varden skulle medfora att ¢’ har ett
nollstalle.

Alltséd maste y vara antingen strangt vaxande eller stringt avtagande. Lat oss anta att
y ar stréangt vaxande, da fallet med strdngt avtagande hanteras néstan likadant, och lat
a och b beteckna grénserna for intervallet I. Vi ska visa att a = —oo och b = oo, men
eftersom resonemanget for a ar véldigt likt resonemanget for b, begransar vi oss till att
visa att b = oo.

Antag att sa inte &r fallet, alltsa att b € R. Eftersom f dr begrénsad finns ett M sadant
att |f| < M overallt (notera att vi inte har anvént faktumet att f 4r begrénsad innan
detta). Om x € [zg, ), sdger medelvardessatsen att det finns ett ¢ mellan xg och b sadant
att y(z) — y(xo) = (. — x0)y'(c). Alltsa ar

ly(x) = y(xo)| = |z — oly'(c) = |2 — zo|f(y(c)) < (b — o) M,

sa att y(z) < y(xg)+(b—xzo) M, vilket ger att y &r begransad uppat. Eftersom y &r vixande
och begrénsat uppat, existerar gransvirdet L := lim, ~, y(x) och &r ett reellt tal. Om vi
definierar 3 : (a,b] — R enligt

- . y(x), z <b,
y(z) = {L, c=b,

ar alltsa ¢ kontinuerlig.

Vi vet att
lim 7(z) = lim y'(z) = lim f(y(2)) = f(L).



Om z,, ar en foljd av tal i (a,b) som gar mot b, kan vi enligt medelvirdessatsen hitta en
foljd ¢, av tal sadana att (§(b) — g(xn))/(b — zn) = §'(¢n), dér x, < ¢, < b, och eftersom
7' (cn) — f(L) (och eftersom z, var en godtycklig foljd av tal i (a,b) som gar mot b)
foljer det att lim, ~(g(b) — g(x))/(b — z) = limy, o0 §'(cn) = f(L). Med andra ord &r g
deriverbar pa hela (a,b] och uppfyller §'(z) = f(g(z)) for alla z € (a,b]. Vi vet ocksa att
J(zo) = Yo, sa att § uppfyller samma initialvirdesproblem som y, och eftersom y hade det
storsta definitionsintervallet av alla funktioner som uppfyller detta foljer det att b € I.

Fran Sats 1 foljer det nu att det finns en 16sning pa differentialekvationen pa en omgivning
(b—€,b+¢€) av b som har virdet L i punkten b. Denna l6sning sammanfaller med y pa
sma omgivningar av b — €/2, och enligt tidigare resonemang innebér det att vi kan lappa
ihop den med y for att fa en funktion definierad pa I U (b,b+ €) som loser differentialek-
vationen. Denna 16sning kommer forstas fortfarande att ha vardet yg i punkten xg, men
dess definitionsméangd ar storre an I. Detta &r en motsigelse, eftersom intervallet I var
det storsta en san funktion kunde ha som definitionsméngd. Darfér drar vi slutsatsen att
vart antagande om att b € R maste ha varit felaktigt.

Eftersom f fortfarande antas vara begrinsad finns fortfarande en konstant M sa att |f| <
M. Lat a > 0 vara godtyckligt; da foljer det av resultatet i deluppgift (a) att f &r
Lipschitzkontinuerlig pa [yo — aM, yo + aM], sdg, med Lipschitzkonstant K > 0. Vi kan da
definiera en funktion g enligt

f(t), yo —aM <t < yo+aM,
g(t): f(yo_a’M)7 t<y0_aM7
flyo+aM), t>yo+aM.

Det &r relativt enkelt att visa att g &r Lipschitzkontinuerlig pa hela R, med Lipschitzkon-
stant K, och begrinsad (dess storsta och minsta virde pa R &r samma som de storsta och
minsta vérdena for f pa [yo—aM, yo+aM], som existerar eftersom f ar kontinuerlig). Enligt
deluppgift (d) finns en funktion § : R — R som uppfyller §'(z) = ¢g(g(z)) for alla € R och
9(xo) = yo. Eftersom |7’ (x)| < M, ger medelvirdessatsen att det for alla x € [xg—a, zo+a]
galler |§(z) — g(xo)| < aM, eller ekvivalent, yo — aM < g(z) < yo + aM. Per definition
betyder det att g(g(z)) = f(g(x)) for alla z, si det géller ocksa ¢'(z) = f(g(x)). Alltsa
dr ¢ en 16sning till initialvirdesproblemet pa intervallet [zo — a,z¢ + a], och eftersom det
finns 16sningar pa varje sadant intervall (for alla @ > 0) kan vi lappa ihop alla sadana
l6sningar som i deluppgift (d) (notera att f &r Lipschitzkontinuerlig pa varje enskilt inter-
vall [zg — a, 2o + a], och att vi kan anvinda resultatet fran (c¢) for att argumentera for att
hoplappningen blir vildefinierad och glatt) till en 16sning pa hela R.

Lat y : I — R vara en l0sning pa ett maximalt intervall I. Antag att den hogra gransen b
till T &r ett reellt tal, sa att I ar begransat at hoger. Enligt resonemanget i deluppgift (d)
maste y ga mot antingen oo eller —oco nér =  b. Vi hanterar bara fallet da y(z) — oo,
eftersom fallet med —oo &r snarlikt. Eftersom y(x) — oo da x b, maste y vara positivt
for punkter tillrackligt néra b, sag, punkter i intervallet [xq, ) for nagot z1 € 1. Lat K > 0
vara en Lipschitzkonstant for f; for alla x € [x1,b) galler da

' () — o/ (2] = |f(y(2) = fy(z1))] < Kly(z) — y(z1)],

sa att
y'(x) < Kly(z)| + Ky(z1) +y'(21) = Ky(z) + Ky(21) + 9 (21).



Detta betyder att funktionen g(z) = y(z) + y(z1) + ¥/ (21)/K uppfyller ¢'(z) < Kg(x) for
alla z € [x1,b). Men déa &r

d (g(x)) _9'@) —Kg(@) _

dx eKz eKz -

vilket innebér att funktionen g(z) ir mindre in ndgon multipel av e pa intervallet [z1, b).
Eftersom eX® gar mot eX? € R nér « b kan ¢, och dirmed y, inte ga mot oo nir z b,
vilket ar en motsagelse.

Alltsa maste b = oo. Pa liknande vis fas att den undre gransen till I maste vara —oo.

(g) Lat f(t) = t2, 2o = 0, och yo = 1. Antag att y : R — R uppfyller 3/ (z) = f(y(z)) for alla
x € R och y(zg) = yo. Eftersom 7 : (—o0,1) — R, definierad av g(z) = 1/(1 — x) ocksa
uppfyller §(xo) = yo och ¢'(x) = f(g(x)) for x i sin definitionsméngd maste det enligt
deluppgift (c) gilla att y(z) = 1/(1 —z) for z < 1. Det medfér att lim, ~ y(x) = oo, vilket
dr en motségelse, eftersom att kontinuiteten hos y ger att lim, ~ y(z) = y(1) € R.

Man kan ocksa se detta pa ett aningen mer direkt satt, utan att referera till tidigare
uppgifter:

Antag att y uppfyller y(0) = 1 och /(z) = f(y(z)) = y(z)? for alla + € R. Eftersom y
ar deriverbar ar y kontinuerlig, sa y ar nollskilt i nagon omgivning av 0. Lat oss definiera
g(z) =z + 1/y(x) — 1 for alla x dir det dr véldefinierat. Da dr g(0) = 0 och

sa att g ar konstant, och darfor identiskt noll, pa det maximala intervall I runt 0 dar y ar
nollskild. Det innebér att y(z) = 1/(1 — z) for alla z i detta intervall, och speciellt méaste
intervallets hogra grins b vara mindre &n 1, eftersom vi annars hade haft lim, ~ y(z) = oo,
vilket hade motsagt att lim, ~ y(z) = y(1) € R. Men detta medfor att

1 1

y(b)::}:%y(x):}cl}%l—aj:li—b>o’

sa kontinuiteten hos y ger att y &r positiv i en omgivning av b. Darfor dr y ar nollskild pa
ett intervall som innehaller 0 och &r storre &n I, vilket siger emot definitionen av I.

Extra utmanande uppgift fran seminarium 4

En del uppgifter i denna modul gar ut pa att approximera en funktion f(x) i nirheten av en
punkt a med ett Taylorpolynom, och manga av dessa uppgifter kriaver att felet ska vara mindre
an €, dar € > 0 &r ett specifikt tal, givet i uppgiften. For att 16sa dessa uppgifter ar en allmén
metod att prova med ett Taylorpolynom av grad 1 och undersoka om felet blir mindre &n e. Om
det inte blir det, 6kar man successivt graden pa Taylorpolynomet och provar igen, tills felet blir
mindre &n e.

En intressant fraga dr huruvida denna metod (i teorin) alltid fungerar, oavsett hur litet € > 0
ar. Ett potentiellt problem &r forstas om f inte kan deriveras hur manga ganger som helst (och
dérmed inte har Taylorpolynom av godtyckligt hog grad), och dérfor dr det rimligt att anta att
f ar glatt (som definierades i den forra utmanande uppgiften). Ett annat potentiellt problem &r
om z inte ar tillrackligt néra a for att approximationen ska bli bra, och darfor dr det rimligt att



begransa sig till att bara betrakta punkter x inom nagot avstand R > 0 fran a. I denna uppgift
kommer vi bland annat undersoka huruvida det finns nagra hinder utover dessa.

Lat f : I — R vara en glatt funktion definierad pa ett dppet intervall I. Vi sdger att f &r
analytisk © a om proceduren beskriven ovan alltid fungerar, for x néra a. Mer exakt menar vi
att f sfgs vara analytisk i a om det finns nagot intervall (a — R,a + R) C I (ddr R > 0) sadant
att det for varje € > 0 finns® ett n sadant att

|f(z) — pn(z)] <€ for allaz € (a— R,a+ R).

Med p,, menas har Taylorpolynomet av grad n for f kring a, det vill séiga

") (g
@) =3 LBy

k!
k=0

(a) Visa att f(z) = e” &r analytisk i 0.

f(x) = {61”2» >0,

0, z <0,

(b) Visa att funktionen

inte ar analytisk i 0, men &r analytisk i alla andra punkter.

Vi séger att f ar analytisk (utan att specificera nagon punkt) om f ar analytisk i alla punkter
i sin definitionsméangd. Om I och J &r 6ppna intervall som uppfyller I C J, ochom f: 1 — R
och g : J — R &r tva analytiska funktioner som uppfyller att f(z) = g(z) for alla x € I, ségs ¢
vara en analytisk fortsattning av f.

(c) Antag att g; och go bada ar analytiska fortséttningar till f, dér g1 och g ar definierade
pa J och f &r definierad pa I C J. Visa att g1 = go. Detta resultat beskrivs ofta som att
analytiska fortsdttningar dr entydiga.

(d) Forklara varfor detta ger ett alternativt bevis av att funktionen fran (b) inte dr analytisk
io0.

I definitionen av analyticitet ndmndes att det behdvde finnas nagot R > 0 sadant att resten av
pastaendet géller. Det behdver inte betyda att det funkar for vilket R > 0 som helst. 1 de fallen
dar f ar analytisk, och dar vilket val av R > 0 som helst fungerar, kallas f for en hel funktion.
En hel funktion &r alltsa en funktion som kan approximeras vl med Taylorpolynom runt en viss
punkt, &ven nar man befinner sig langt fran den punkten, sa lange man véljer ett Taylorpolynom
med tillrdckligt hog grad.

(e) Visa att f(x) =sinz &r hel.

1
(f) Visa att f(x) = 1 ar analytisk, men inte hel.

x2

Losning

(a) Vi vet att f(™(z) = f(x) for alla heltal n > 0. Lat R = 1, och antag att x € (—1,1). Om
pp, ar det n:te Maclaurinpolynomet for f sdger Taylors sats att det finns ett ¢ mellan 0 och
1 sadant att

f(@) = pn(z) /() S S

mr)!" T D’

3Notera att n i regel beror pa €, och behéver goras storre om e gors mindre.



Eftersom ¢ < 1 ér e¢ < e, och eftersom |z| < 1 dr |["T1| < 1, och alltsa ir

e e
< .
(n+1)! ~“n+1

|f(z) = pn(z)| <

For ett godtyckligt givet € > 0 kan vi vélja n som ett heltal som dr storre &n ¢ — 1, sa
kommer alltsa |f(z) — pn(z)| < €.

(b) Det gar att visa att f ar glatt, och att alla derivator av f &r noll i punkten 0, sa att alla
Maclaurinpolynom p,, till f &r identiskt noll, sa att |f(z) — pn(x)| = |f(z)] = f(x) for
alla n. For varje given radie R > 0 finns det punkter inom det avstandet fran 0 dar f
inte &r noll, till exempel x = R/2, dér funktionsvirdet ar f(R/2) = e=*/%" > 0. Om vi
villjer € = e~%R* kan diéirmed aldrig skillnaden |f(x) — pn(z)| goras mindre &n € pa hela
intervallet (—R, R), oavsett hur hogt n vi véljer. Alltsa ar f inte analytisk i a = 0.

Fora < 0 dr f(")(a) = 0 for alla n, sa alla Taylorpolynom &r noll, och om man later R = |a
och later p,, beteckna Taylorpolynomet for f runt punkten a, giller da |f(z) — pn(z)| =0
for alla n, vilket forstas redan &r mindre dn alla mojliga givna € > 0, vilket visar att f ar
analytisk i alla punkter till vanster om 0.

Man kan visa att diverse typer av sammanséattningar av analytiska funktioner ocksa &r
analytiska, precis som med elementira funktioner kalla. Fran deluppgift (a) vet vi att
exp ar en analytisk funktion, och det inses ocksa latt att funktionen x — x &r analytisk
(dess Taylorpolynom av grad hogre an 1 ar samma sak som funktionen). Fran detta
foljer att uttrycket e—1/ =* definierar en analytisk funktion pa méngden av punkter dar det
dr definierat. Eftersom analyticitet dr ett lokalt villkor (dvs. att om restriktionen av en
funktion till en godtycklig 6ppen delméngd &r analytisk, ar funktionen ocksa analytiskt, sa

ar funktionen ocksa analytisk) ger detta att f &r analytisk pa (0, 00).

(¢) Antag motsatsen, det vill siga att g1 (x) # go(x) for nagot x € J. Det kan inte finnas ett
minsta x for vilket detta géller, eftersom g, och go isafall skulle ha samma vérde Gverallt
till vénster om detta minsta x, och kontinuiteten skulle da ge att gi(x) = go(x), vilket &r
en motsagelse. Alltsa ger ett resonemang som involverar infimumegenskapen att det finns
ett xo € J sadant att g; och g, Gverensstammer vid och till vanster om xg, men déar varje
omgivning av z( innehaller punkter pa hoger sida dér g; och g har olika varden.

Eftersom g; och go ar glatta existerar alla deras derivator och 6verensstdmmer med motsvarande
vansterderivator, i punkten xg. D& g1 och go Overensstdmmer vid och till vanster om xg
maste deras derivator vid 2o dverensstimma, dvs. g{™ (z0) = g{" (z¢) for alla n. Vi vet att
de bada &r analytiska i xg, och vi kan alltsa hitta en* radie R > 0 s& att bada funktioner

kan approximeras godtyckligt vl av sina Taylorpolynom pa intervallet (zg — R, z¢ + R).

Lat p,, vara Taylorpolynomet for ¢g; vid punkten zg, vilket enligt tidigare resonemang &r
samma som det for go. Om e > 0 och z € (xg — R,zo + R) dr givna gar det att vilja n
sadant att |g1(z) — pn(x)| < € och |ga(z) — pp(x)| < e. Triangelolikheten ger

l91(2) = g2(2)] = |(91(x) — pu(®)) + (Pn(x) — ga(z))]
< lg1(x) — pu(@)] + [g2(2) — pu(2)]
< 2e.

4F6r g1 finns det en radie Ry och for go finns det en radie Rz, och vi kan vélja R som den minsta av dessa
radier.



Eftersom detta géller for alla € > 0 drar vi slutsatsen att |g1 (z)—g2(x)| = 0, eller ekvivalent,
g1(z) = ga2(x). Detta géller pa hela intervallet (xg— R, zg+ R), vilket motsiger att det finns
punkter godtyckligt néra zy dér g; och go har olika virden. Alltsa maste vart antagande
om att g; och gs skiljer sig i nagon punkt vara fel.

Funktionen f fran deluppgift (b) &r definierad pa hela R och 6verensstdmmer med den
analytiska funktionen g(z) = 0 pa delintervallet (—oco,0) C R. Om f hade varit analytisk i
0 hade den varit analytisk i alla punkter, och resultatet fran deluppgift (c) hade da medfort
att f Overensstammer med g pa hela R, vilket uppenbarligen inte stdmmer.

Antag att a € R och att en godtycklig radie R > 0 och ett godtyckligt € > 0 ar givna. Om
pp, ar Taylorpolynomet for f vid punkten a ger Taylors sats att

_ ()

f(x) —pn(z) = ) )"t

(z -

for nagot ¢ (mellan x och a, men det &r irrelevant hér). Antag nu att « € (a — R,a + R),
och notera att |f(™ (z)| <1 for alla n, sa att |f(z) — pn(x)] < R*T!/(n+ 1)!. Om vi later
m vara ett heltal som ir storre dn bade R? och R/e, och later n = 2m, ir

Rn+1
|f(z) = pn(z)] < m
- (R2>m_R
1.2 (m—1)-m-(m+1)----- (n—1)-n-(n+1)
(R*)™- R

ST (m—1)-m-m-m m-m
R R2\™

:m'~m.(m>
R R2>m

<

<€

Eftersom z var en godtycklig punkt i (a — R,a + R), och eftersom a € R, R > 0 och € > 0
alla var godtycliga, ar f hel.

Det finns flera olika sétt att hitta Maclaurinpolynomen till f, men ett satt ar foljande.

Om vi for varje n later po,(z) = Zzzo(f:cz)k, och later psoni1 = pon, kan vi notera
2\l
att f(z) — pan(e) = S5l sa att [f(z) — pan(z)] < (2%)"F1. Speciellt ar f(x) =

pan (2)+O(2*"2) niir  — 0, och motsvarande sak giller for polynomen po,, 1 1, vilket enligt
entydigheten for Taylorpolynom betyder att p,,, for varje positivt heltal m, maste vara
Taylorpolynomet vid 0 (dvs. Maclaurinpolynomet) for f av grad m. Notera att olikheten
|f(x) —pon(x)| < (2?)"F! visar att f #r analytisk, da vi exempelvis kan viilja R = 1/2, och
for givet € > 0 sen kan vilja n tillrickligt stort for att garantera att (1/4)"*! blir mindre
an e, vilket da kommer gélla {or alla |z| < R. Detta visar att f &r analytisk i punkten 0,
bevis for att den ar analytisk i alla andra punkter kommer snart.

Fér att se att f inte r hel, notera att |p,,(2)| > 1 for alla m, medan f(2) = 1, sé att

|f(2) = pm(2)| > 2 for alla m. Detta betyder att resttermen inte kan géras mindre &n 4/5,
oavsett hur stort m véljs, och alltsa kan funktionsvirdet i punkten 2 inte approximeras
godtyckligt val av Maclaurinpolynomen for f.



Extra utmanande uppgift frin seminarium 5

En funktion f : R — R sdgs ha kompakt stod om det finns nagot intervall [a,b] sddant att
f(z) = 0 {or alla = utanfor intervallet (detta kallas ocksa for att f dr en kompakt stédd funktion).
Om f ar en kontinuerlig funktion med kompakt stod ar det meningsfullt att prata om integralen

/ Z f(x) dz, 1)

genom att definiera den som integralen av f éver nagot sadant intervall® [a, b]. Alternativt kan
man tolka integralen i (1) som en generaliserad integral, vilket ger samma resultat.

(a) Visa att det existerar en glatt och kompakt stodd funktion ¢ : R — R sadan att ¢(z) >0
for alla x, som ocksa uppfyller
/ o(x)dx = 1.

En sadan funktion kallas for en mollifikator.

(b) Antag att ¢ ar en mollifikator och att f : R — R &r kontinuerlig. Visa att det for alla
a € R galler

s (¢ [ f@otete - @)dz ) = fa)
(c) Antag att f : R — R &r glatt, och att det for alla glatta, kompakt stodda funktioner g
galler

/ Z J(@)g" (@) dz = 0.

Visa att f &ar ett forstagradspolynom.

(d) Visa att resultatet fran deluppgift (c) géller &ven om antagandet att f &r glatt tas bort,
och man istiillet bara® antar att f ir kontinuerlig.

Losning

(a) Betrakta funktionen fran den utmanande uppgiften for seminarium 4, som ges av

f(x) = {/ x>0,

0, z < 0.

I den uppgiften sag vi att alla derivator till f &r noll vid = 0, och speciellt &r alla derivator
till f valdefinierade Gverallt, sa att f ar glatt. Det foljer att funktionen ¢ : R — R definierad
av ¢(x) = f(z)f(1 — x) ar glatt, och det inses ldtt att ¢ har kompakt stdd (den &ar noll
utanfor intervallet [0,1]). Eftersom ¢ > 0 6verallt, och eftersom ¢(1/2) = e=8 > 0, foljer
det att A := [ ¢(z)dx > 0. Genom att ersiitta ¢ med funktionen ¢/A fis nu en funktion
med de onskade egenskaperna.

5Denna integrals virde dr oberoende av vilket sadant intervall man viljer.

6Inom den hogre matematiken uttrycks dessa antaganden ofta som att f &r svagt harmonisk, eller att f ar
en svag losning pa Laplaces ekvation. Det resultat som ska visas i uppgiften ar ett specialfall av vad som brukar
kallas for elliptisk regularitet.
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(b) Lat a € Roche > 0. Eftersom f &r kontinuerlig finns det ett § > 0 sadant att | f(z)— f(a)
¢/2 géller for alla x som uppfyller |z —a| < 0. Lat nu ¢t > 0 vara sa stort att ¢(t(z —a)) =

for alla « som uppfyller |x — a| > §. Da &r

] (t [ s@oteta - apaz) - sia)

— 0o

<t [ T @) - f@)lia

— 00

- |t [ @) - Faotete — o)) de

—a))dx

§t~/_oo (e/2) - p(t(x — a)) dx

- (e/2>7_°; oo — a) da

=¢/2
< €.

Alltsé ér avstandet mellan ¢+ [~ f(2)¢(t(z — a)) dz och f(a) mindre &n €, givet att ¢ &r
tillrackligt stort. Da e > 0 var godtyckligt géller per definition det som skulle visas.

(¢c) Antag att g ar en kompakt stodd funktion, som &r noll utanfor intervallet [a,b]. For att
forenkla resonemanget kan vi véalja ett nagot storre intervall sa att g ocksa ar noll nira a
och nira b. Eftersom g ér noll niira a och b ir ocksa” ¢’(a) = ¢’(b) = 0. Vi har

| s [ ’ F(w)g(e) da

— (@)@ / F(2)g () da

b
- [P @@, - ([f(wwnz - [ s @) dx>

=0,

dér vi har anvént partiell integration tillsammans med antagandet om f, samt att g och ¢’
ér noll i &indpunkterna. Det géller alltsé att [*_ f”(z)g(z) dz = 0 for alla glatta funktioner

g med kompakt stod.
Lat nu ¢ vara en mollifikator, och 1at ¢ > 0 och a € R vara godtyckliga.

funktionen g(x) = ¢(t(x — a)) kompakt stod och dr glatt, sa det {6ljer att

| r@ette - ayas—o.

A andra sidan gar t ganger detta enligt deluppgift (b) mot f”(a) da t —

I detta fall har

00, sa det foljer

att f”(a) =0, och det galler for alla a € R. Alltsa ar f identiskt lika med nagon konstant

C4, och darmed ar f(z) = Cya 4 Csy, for nagon konstant Cs.

"Detta gillde egentligen ocksa redan fran bérjan, utan att behdva forstora intervallet, men det #r enklare att

resonera om det om man forstorar intervallet for att ta bort alla eventuella tveksamheter.
finns nagon nackdel med att gora det enkelt for sig i den har situationen.

11
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(d) Lat x1,z2 € R vara tal som uppfyller 7 < x5, och 1t x3 = (21 + x2)/2. Vidare, lat
¢ : R — R vara en mollifikator, antag utan inskrankning att ¢ ar jamn (annars, ersitt ¢
med funktionen (¢(z) + ¢(—x))/2), och definiera for varje ¢t > 0 en funktion g1 : R — R
genom

gre(x) =t-Pp(t(x —x1)) +t- p(t(x —x2)) — 2t - p(t(z — x3)).
Da har g; + kompakt stéd, och uppfyller

/ g1,¢(z) dx = 0.

Lat nu g2 : R — R vara en primitiv funktion till g1, som uppfyller gs ;(x) = 0 nér « &r
tillréickligt néira —oo. Fran faktumet att integralen av g; ; &r noll fas da att g :(x) ocksa
ar noll for x tillrackligt nira oco.

Eftersom funktionen g1 (x4 x3) &r jamn (och har kompakt stod) f6ljer det fran egenskaper
hos integraler att funktionen g¢s.(z 4+ z3) &r udda. Om vi later gs; : R — R vara den
primitiva funktionen till go ¢ som uppfyller gs.(z) = 0 for z néra —oo foljer det dérmed
bland annat att gs;(x) = 0 &ven for z néra co. Alltsa har g3, kompakt stod, och det inses
latt att gs . ar glatt. Enligt antagandet pa f géller nu

0= [ g o) da
S REC
¢ [ @ttt —a)devt [ f@oltte ) do
—ot [ p@ote(e - o) de

och genom att lata t — oo ser vi alltsa att f(z1) + f(z2) — 2f(z3) = 0.

Sammanfattningsvis har vi alltsa visat att for alla z1, 22 € R, géller

f<x1;x2> :f(xl);_f(xﬁ. (2)

Antag nu utan inskrénkning att f(0) = f(1) = 0. Genom att tillimpa (2) pa fallet z; = 0,
x9 = 2 far vi att f(2) = 0, och genom att tillimpa (2) igen pa fallet z; = 1, 29 = 3
fas f(3) = 0, och sa vidare. Pa samma sétt fas att f(—1) = f(-2) = f(-3) =--- = 0.
Genom att tilldimpa (2) pa exempelvis 21 = 0 och x5 = 1 fas att f(1/2) = 0, och genom att
tillimpa det igen pa x1 = 0 och o = 1/2 fas f(1/4) = 0, och sa vidare. Med induktion fas
att f ar noll i alla punkter som har &ndlig bindr utveckling (utveckling i basen tva), och
eftersom f &r kontinuerlig maste f darfor vara noll i alla punkter (eftersom varje tal kan
approximeras godtyckligt vil av dndliga utvecklingar i basen tva), vilket avslutar beviset.

Extra utmanande uppgift fran seminarium 6

Antag att vi har en kurva C' som beskrivs av tva glatta funktioner z,y : [0, 1] — R, dir kurvans
punkter beskrivs av (x(t),y(t)), for 0 < ¢ < 1. Antag vidare att kurvan C inte passerar genom
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origo (det vill sdga att x(t) = y(t) = 0 inte galler for nagot ¢). Vi definierar omloppstalet for C
enligt

omlopp(C) = o

L[ v =,
o () +y(t)?

(a) Visa att det finns en glatt funktion r : [0,1] — (0,00) och en glatt funktion 6 : [0,1] — R
sadana att z(¢) = r(t) cos(0(t)) och y(t) = r(t)sin(8(¢)) for alla ¢t € [0, 1].

(b) Under antagandet att kurvan C' &r sluten, det vill séga att 2(0) = z(1) och y(0) = y(1),
visa att omlopp(C) alltid &r ett heltal.

Antag att det for varje ¢ € [0, 1] existerar en kurva C; som inte passerar genom origo, beskriven
av tva glatta funktioner xs,y: : [0,1] — R, och antag att det for varje t € [0,1] géller att
20(0) = 2:(0) = x4(1) och yo(0) = y:(0) = y:(1). Antag vidare att det for alla val av glatta
funktioner u,v : [0,1] — [0, 1] giller att funktionerna f(t) = x,)(v(t)) och g(t) = yu)(v(t))
ar glatta. I detta fall sdgs Cy vara ganghomotop till C7 och vice versa; Cy och C; sigs vara
ganghomotopa (till varandra).

(c) Visa att om tva glatta slutna kurvor som har samma start-/slutpunkt som varandra har
samma omloppstal, sa ar de tva kurvorna ganghomotopa.

(d) Visa att om tva sddana kurvor har olika omloppstal, sa kan de inte vara ganghomotopa.
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